Ruch czastki probng w polu
grawitacyjnym czarng dziury
|. Przyspieszony kurs Ogolng Teorii Wzglednosci

Gdy w 1916 r. Einstein sformutowal OTW trudno byto znalez¢ dla nig) zastosowania. Obserwowa¢ mozna byto tylko
efekty stabego pola (precga orbity Merkurego, ugiccie promieni swietlnych w poblizu Stonca). Obecnie z kole trudno
si¢ bez nig) obgj$¢ (kosmologia, czarne dziury, GPS!) cho¢ czesto udaje si¢ unika¢ stosowania petnego formalizmu tg
teorii, ktory jest bardzo skomplikowany. Coraz petnejsze modele wielu zjawisk beda jednak niewatpliwie wymagaé
coraz petnigjszego uwzglednianiatakze i OTW. Przesledzimy istote teg teorii.

1. Mechanika klasyczna

Czast jest oddzielony od przestrzeni, atransformacje uktadu odniesienia zachowuja niezaleznie odstepy czasu
dt = const

| odstepy przestrzenne
di2 = dx2 + dy? + dz2 = const

(tak to zapiszemy we wspotrzednych kartezjanskich).

2. Szczegolna Teoria W zglednosci

Czasjest "wymieszany" z przestrzenia tworzac czterowymiarowa czasoprzestrzen. Zmiana uktadu odniesienia
zachowuje tylko odlegtos¢ czasoprzestrzenna, anie odstep czasu i przestrzeni niezaleznie. We wspoirzednych
kartezjanskich

ds? = c2dt? - (dx? + dy2 + dz2 = const
To samo we wspoirzednych sferycznych

ds® = ccdt®—(dr’+r*de°+r’sin“0d ¢°)
Efekt jest istotny, jesli predkosci dx/dt ~ ¢ (predkos¢ swiatta), w przeciwnym przypadku mieszanie jest stabe. 1



2. Szczegolna Teoria Wzglednosci c.d.

Fotony: ds2=0

Przy zmianie ukladu odniesienia foton zawsze pozostgje fotonem, a jego predkosé jest rownac i jest niezmiennicza.
Interwaly (odleglodci) przestrzenne:  ds?<0

| nterwaty (odlegtosci) czasowe : ds?>0

Punkty o ds? > 0 mozna potaczy¢ linia $wiata. Ta wtasnosé¢ (znak ds? ) nie ulega zmianie w réznych uktadach
odniesienia, natomiast kolejnosé¢zdarzen z ds? < 0 nie jest ustalona.

3. Ogolna Teoria Wzglednosci
Tateoria grawitacji stwierdza, ze grawitacja to zakrzywienie czasoprzestrzeni i dlatego masa grawitacyjnai masa
bezwladna sa tozsame.
Materia/energia zakrzywiaja czasoprzestrzen, dlatego w ogolnym przypadku odlegtosci, nawet we wspotrzednych
kartezjanskich, wyraza si¢ poprzez wspotczynniki tensora metrycznego

ds?=g , i (sumowaniepoao i  od1do4)

Rownaniateorii wzglednosci wiaza postac¢ funkcyjna tych wspotczynnikdw z tensorem napigé-energii materii, co
mozna zapisa¢ symbolicznie

/,é = 87TG‘<<\

pochodne Oup B2 do drugiego rzedu statagrawitacji  tensor napicc-energii

S3 to rownania nieliniowe, lewa strona zawierailoczyny pochodnych sktadajace si¢ natensor krzywizny.
Gdy T = 0w calgj przestrzeni, mamy szczegdlna teorie wzglednosci. Jezeli znikatylko w czesci, to oczywiscie nie.

Proste przypadki szczegdlne:
- modele przestrzennie jednorodne i izotropowe (metryka Friedmana-Robertsona-Walkera)

2
1drk2+r2d92+rzsin29d¢2] model plaski (k=0), zamkniety(k<O0) lub otwarty (k> 0)

— kr
2

ds> = c?dt’— R%(t)]



3. Ogodlna Teoria Wzglednosci c.d.

Czynnik skalujacy R(t) wyznaczasig z rownan po zatozeniu rownania stanu materii wypetniajacej Wszechswiat (py! -
p=0; promieniowanie p~i; przejscie fazowe w epoce inflagji p~ - | ujemne, itp).

(b) polegrawitacy|newokol punktowe] masy (bez momentu pedu i tadunku)
dr?

R
ds? = 02(1——SrChW)dt2— —r?(de?+sin?0d ¢?)

to metryka S.chwarzschilda, stacjonarna, sferycznie symetryczna, asymptotycznie ptaska. Blizgj, stopien zakrzywieni

wiaze Si¢ Z masa centralng M poprzez Ry, = ZGZM oromien Schwar zschilda
C

tworzac poprawke typu 2GM/c?r, w ktérej mozna rozpoznaé potencjat grawitacyjny z teorii Newtona.

r =Rschw - horyzont czarng dziury; dlar —» Rschw pojawiaja Sie nieskonczonosci. Co si¢ dzige?
L okalnie zawsze mozna wprowadzi¢ uktad wspotrzednych, ktory niweluje krzywizne w danym miejscu

RSchw i dr . . . .. _—
dt = cyl1- ; dt dr = —R czynnik grawitacyjnego przesunkcia ku czrwieni
1— Schw

r M0

Widag, ze czas w poblizu horyzontu ptynie wolnig, zato jest M=0
duzo przestrzeni, dlatego symbolicznie mozna geometrig
czarng dziury w ptaszczyznie rownikowe narysowac tak:

Obwad kazdego kotato 2xr, ale odlegtosé migdzy okregami
to niedr, ale di. Odlegtos¢ radialng do horyzontu mozna
policzy¢ catkujac. Lokalna predkos¢ di/dt wigze Sig z
predkoscia wyznaczana w nieskonczonosci: dr Reru
Z punktu widzenia odlegtego obserwatora nawet gt (1- r )F
swiatto stoi na horyzoncie (dr/dt = 0 gdy di/dt = ) 3




3. Ogdlna Teoria Wzglednosci c.d.

Doktadnig badajac okolice horyzontu w innym uktadzie wspotrzednych (zwiazanym z czastkami lub fotonami
wpadajacymi do czarng dziury) widac, ze nahoryzoncie nie ma zadne osobliwosci w sensie dynamicznym - sity
przyptywowe i krzywizna sa skonczone, a dla masywnych czarnych dziur nawet catkiem mate. Nastepuje tylko
zamiana przestr zeni z czasem:

@ nad horyzontem : ruch w czasie wytacznie do przodu, ruch w przestrzeni w kierunku radialym na zewnatrz lub do
srodka - dowolnie

@ pod horyzontem: ruch radialnie tylko do srodka, kierunek czasu niesprecyzowany

Dla czastki wpadajace] pod horyzont czas wiasny jest skonczony. Moznato policzy¢ z rownaniaruchu (ponize).

Metryka Schwarzschilda opisuje:
czarne dziury (nierotujace, bez tadunku elektrycznego)
zewngetrzne pole grawitacyjne kazdgj, sferycznie symetrycznej, nierotujacej, ale nawet kolapsujacel gwiazdy.

II. Rownania ruchu czastki prébng w polu grawitacyjnym

1. Mechanika klasyczna Newtona

I potencjat grawitacyjny; ruch czastki prébng (wariant rownan Eulera bez cisnieniaitp) to:

—
—

R Ve e - v
uwzglednigjac, co oznacza operator pochodng i stosujac go do potencjatu dostaemy:
d o d 5 - i jéli potencjat nie jest funkcja czasu, to
d ot ac ¥ at ¥ o . _ o
| otrzymujemy rownanie EYR
2 d ownanie zachowania ener gii
1ldv Vo o 1v2+q/ — cond V& i

2 dt - dt 2 (energia najednostike masy)



1. Mechanika klasyczna Newtona c.d.

*—p N dv N
= —Vuy /I xr rx— = —rxVuy

dv
dt A dt
d ~ T T 7T dv
a(rXV) VXV+rXF
0 naszalewa strona

Jezeli potencjat jest sferycznie symetryczny, t = i(r), YV o~ :, < w — O

| otrzymujemy drugie prawo - r dwnanie zachowania momentu pgdu
(ped najednostke masy)

Ruch w tym potencjale odbywasi¢ w jednej plaszczyznie. Predkos¢ we wspoirzednych sferycznych rozktadamy nav,
Vohi- Wtedy warunek zachowania momentu pedu w postaci skalarngj

rv, = I
akorzystgjac z tego rownanie energii przepisujemy jako
1, 11 |, e - stde ruchu
EVr‘l'E—‘l'(,U = e
2. Newtonowskie orbity kolowe AN

v,=0 nie wystarczy, bo elipsaw dwadch punktach tez to spetnia "lgﬁ
dvr/dr =0 to zapewni 'brak odejscia
Musimy prawo zachowania energii zrézniczkowaé. Wida¢, ze optacasi¢

wprowadzi¢ pojecie potencjatu efektywnego, .
>
Yy = (’U+§F’ eff N = _T—I_EF orhita kolowa
warunek na orbity kolow%
d g dyg GM 12 1GM
= 0; 0= » | = JGMr e = ——— 5

dr ’ dr 2 3 K ! K 2 T



3. Potencjat pseudo-newtonowski

Wprowadzony przez Paczynskiego i Wiite w 1980 r. pozwala uniknaé¢ nauczeniasie OTW, poniewaz uwzglednia
najistotnigsze efekty metryki Schwarschilda nawet poprawnie ilosciowo.

g Phewon GM
= Repy
PNewton GM 1 |2
= e _|_ R
weﬁ r— RSchW 2 r2
Warunek na orbite kotowa daje nam teraz:
dy GM 12 GMr?
=0 = > 3 > IK = 2
dr (I‘ o RSchw> r (I‘ o RSchw>

Dladangj (duzej) wartosci | mamy dwa (anie jedno!)
rozwiazania. Orbita zewngtrznajest orbita stabilna,
natomiast orbita wewnetrznajest orbita niestabilna.

Jezeli statal malgje, to orbity zblizgja sig, i w pewnym
momencie (tzn. dla pewnego granicznego |) obie orbity
kotowe zbiegga si¢, a nawykresie potencjatu efektywnego
jest tylko punkt przegiecia.

Punkt przegigcia nakrzywej okreslony jest przez zestaw
dwaéch warunkow:

dy g d 2‘l’eff
dr dr?

Rozwiazujac te dwa rownania lacznie otrzymujemy zarOwno
wartos¢ momenu pedu, jak i potozenie odpowiadajacel mu
orbity

=0 oraz =0

rms = 3 Rschw
Jest to tak zwana or bita mar ginalnie stabilna.

¥,

W |

Imituje istnienie horyzontu nar = Rschw

N

druga orhita
kolowa

\ ,
|

orhita kolowa

/
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Fig. 2.8 Effective potential ¥.g as a function of :-zi'm' several
values of f. The units of ©. Y. and ¢ are rg, ¢, and gt
respectively, where rg (= 263 M /c?) is the Schwareschild radius.
The value of £ is attached on each curve.



3. Potencjat pseudo-newtonowski

Orbita marginalnie stabilna nie wsytepuje w teorii Newtona, jest to dramatyczna zmiana | akosciowa. W teorii

Newtona wszystkie orbity kotowe s stabilne,a moment pedu orbit kotowych rosnie monotonicznie na zewnatrz.

Natomiast w potencjale pseudo-newtonowskim, imitujacym OTW mamy stabilne orbity kotowe powyzgj r =3

Ry, | Niestabilne orbity kotowe ponizej. Zatem narms nawet ngmniejsza perturbacja moze wtraci¢ czastke do

czarngj dziury. Moment pedu na orbitach kotowych diar <r__rosnie w strong horyzontu, wigc moment pedu dlar <

I Przestaje stanowi¢ barierg potencjatu, w przeciwienstwie do sytuacji w teorii

Newtona.Czastka ponizg jest w spadku swobodnym, ale ze wzgle¢du na posiadany

moment pedu nie spada od razu radialnie, tylko po dos¢ szybko rozwijajace sic 1
irali.

\S/P\;artoéc’ momentu pedu na orbicie marginalnie stabilngy:

3V3 =5 —
s = 2 GCMRs minimalny moment pedu na or bicie kotowe

Czastka spadajaca z nieskonczonosci z mniejszym momentem pedu spada 4
bezposrednio (niemal radialnie) do czarngj dziury, nie madlaniej zadnej orbity ms
stabilnej.
Energiana orbicie marginalnie stabilng: 27 GMR
e _ _2GM 14 Schwz_icz
™ 2 RSchW 2 (3 RsChW)Z 16

To jest podstawowa wielkos¢ w teorii dyskow akrecyjnych.
Dysk akrecyjny to w pierwszym przyblizeniu czastki na orbitach ktowych, ktore powolutku traca energie i moment
pedu, powoli dyfundujac na orbity o coraz mnigjszym promieniu. W nieskonczonosci ("' poczatek™ przeptywu
akrecyjnego) energia czastki jest prawie zero. Dojscie do orbity marginalnie stabilngl wymaga pozbycia si¢ energii
rowne te, jaka czastkamanarms (ze znakiem minus). Dalszy spadek juz nie wymaga dostosowania energii |
momentu pedu, co schematycznie mozna ujac:

o — powolnaakrecja — r . —spadekswobodny — r_. — spadeknaddzwiekowy — horyzont

Zatem wydanos¢ energetyczna procesu akrecji dyskowe na czarna dzi ure jest j PostNewton _ s 1

2 16
C
To jest oczywiscie ocenawydajnosci akrecji na czarna dziure w przyblizeniu pseudo-newtonowskim.




4. Ruch czastek w metryce Schwar zschilda

W OTW réwnania ruchu rozwiazuje si¢ podobnie, przede wszystkim wykorzystujac znOw prawo zachowania energii
(bo stacjonarnosé) i prawo zachowania momentu pedu (bo symertia sferyczna). Sama posta¢ ogélna rownan to

D2x" d?x~ « X dx
=0 = + I, ——
dr? dr? fydr dr
awspoétczynniki wylicza sie z metryki.Znajdujac catki tych réwnan otrzymujemy rownanie na predkosé radialng
czastki 0 energii ei momencie pedu |

1 dr 2 1€ GM 112 Rehw

—(—) = zS+e——+=—=(1-
2 ( dT> 2 ? r 2 r2( r )
I znowu mozna wprowadzi¢ potencjat efektywny
g Shwarashild_ _GM +1|_2<1_ RSchw)
eff r 22 r

Jest nieco inny niz w przyblizeniu pseudo-newtonowskim. Wida¢, ze w poprawnym ujeciu OTW to nie potencjat
grawitacyjny jest "silnigjszy" niz w teorii Newtona, ale raczej czton z momentem pedu ulegt "ostabieniu”. W sumie

jednak efekt finalny jest podobny. Powtérzenie analizy orbit kotowych daje takze i tym razem I ms = 3R
z orbitami stabilnymi powyze r. . i niestabilnymi ponizej r.. Zmieniasi¢ nieco ocena efektywnosci akrecji

schw!

pSowarzchiid g _ g ~ 0.057

Majac rownanie ruchu moznatez tatwo policzy¢, ze czas wrasny czastki przy spadku od promieniar, do horyzontu jest
skonczony

dr Rscw dr




5. MetrykaKerra
Punktowa masa, bedaca zrodtem pola grawitacyjnego, moze by¢ obdarzona momentem pedu. Takie pole
grawitacyjne nie ma sferycznegj symetrii, ale jest osiowo-symetryczne, z wyrdzniona osia rotacji czarnej dziury.
|stnigje sciste rozwiazanie rownan Einsteina opisujace te sytuacje.
We wspbtrzednych sferycznych (Boyera-Linquista) metryka wyglada nastepujaco:
ds? = " dt?— e (dp*—wadt)>— e dr?— e d o>

Parametry: M - masaczarng dziury
a - moment pedu czarng dziury najednostke masy
Reszta to przykre funkcje, w jednostkach G=c=1, ktére od tych parametrow zaleza:

2 — AA/B A = r’+a%cos?0 | stotna dodatkowa komplikacja: wsp6irzedna

€
Y — B2sin20/ A B = (r’+a%?— Aa2sin20 czasowa:[ mieszasi z_kqtowaom!erzonqw
ptaszczyznie rownikowej. Czarna dziura
w = 2aMr/B A= r’-2Mr+a? rotujac "wlecze" za soba przestrzen. Czastka
20 Spadajac z nieskonczonosci bez momentu
e = A/A 0=a<1 pedu nie spada radialnie, ale odchylasie w
2u . . .
e = A a=0  metryka Schwarzschilda Kernku rotagi.

ruch czastki | 5 horyzont

L JE A ———e I
q ergosfera I
Z Zerowym momentem pedu

Oprocz horyzontu pojawia si¢ na zewnatrz od niego er gosfer a -
obszar, w ktérym czas ptynie do przodu, ale

czarng dziury. , PRZEKRO.J
POPRZECZNY

os rotacji |



5.MetrykaKerrac.d.

Ograniczymy si¢ do ruchu czastek w ptaszczyznie rownikowej. Odpowiednie réwnanie ruchu wyglada podobnie jak
dla Schwarzschilda, ale jest odpowiednio bardzigl skomplikowane:
dr .2 r(r’+a%+2a°M , 4aM(e+1)l (r—2M)I>+Ar
( ) = 3 (e+ 1) - 3 - 3
dr r r r
Jakosciowo charakter orbit kotowych nie ulega zmianie, jest orbita marginalnie stabilna oraz stabilne orbity powyzg i

niestabilne ponizg. Potozenie rms zalezy jednak istotnie od a i od faktu, czy rozwazamy ruch kotowy zgodny czy
przeciwny w stosunku do kierunku rotacji czarnej dziury.

1O
=] 'ms
8 2
? -
Pozostate orbity pokazane na rysunku to: SRl mb
= H"‘-—.___ Coaaes
orbita marginalnie zwiazana, o e ™ o
okreslona przez warunek € = 0 3 et TR
. . . P T il S - " '
orbita fotonowa, czyli orbita kotowa, po S ~~_ fmb N,
, . . - = r H-"“'-._‘ LY
ktérej porusza sie foton ik P T %
ra(8=w/2) "'H-__L‘_ ~ \
E S R \
Energiawiazaniarosnie ze wzrostem adla orbit o~
"prostych", czyli zgodnych z kierunkiem rotacji czarnej - =~ direct
dziury. Maksymal na astrofizycznie sensowna wartos¢ a to pEmtl L
— i | 1 ] | ] |
a—O. 998 Ig. 2 - —% 1.0
— a/M
"Ma=0.998 0.42

Figure 2, Radii of circular, equatorial orbits around a rotating black hole of mass M, as
functions of the holes specific angular momentum a. Dashed and dotted curves (for direct
and retrograde orbits) plot the Boyer-Lindquist coordinate radius of the innermost stable

Akrecja na rOtUj QCQ Czarnq le UrQ jeSt nlezwykle {ms), innermost bound (mb), and photon {ph) orbits. Solid curves indicate the event horizon

{r+) and the equatorial boundary of the ergosphere (rg). (From Bardeen, Press, and Teukolsk)

wydajna, gdy zachodzi w odpowiednim kierunku. 1972 10



|I1. Zastosowania praktyczne

1. Profil linit zelazaw AGN | GBH - idea

Materia o temperaturze ponizej] ~ 106K, o$wietlana twardym promieniowaniem
rentgenowskim produkuje w wyniku fluorescencji lini¢ zelaza o energii 6.4 KeV.
Pochtoni¢ciu ulegafoton o energii powyzeg progu jonizacji zelaza (7.1 keV), a
powstaje (z prawdopodobienstwem 1/3) foton odpowiadajacy roznicy energii
migdzy powlokami K i L. Jezeli atom jest znaczaco zjonizowany, to energia
jonizacji oraz energialinii wzrastaja (K do 6.9 keV).

W obserwacjach zobaczymy nie linie monochromatyczna o tej doktadnie energii,
ale ksztalt bedzie zawierat iformacje o polu grawitacyjnym i ruchu materii. Dla
nas najbardzie interesujaca jest emigaz dysku akrecyjnego, tzn. z sekwencji orbit
kotowych z zakresu od promienia minimalnego do maksymal nego.

Sekwencja efektow do uwzglednienia (schematycznie)

| | |
I I f ugiecie

| I I promieni

: ‘ I \ ’4 ﬂ swietlnych

Eo  poczerwien. efekt wzmochienie zakres
grawitacyjne Dopplera Dopplera promieni

Rachunki oczywiscie przeprowadza si¢ nie tak 'po koleal', ale w skrgjnym
przypadku (rzadko) rozwiazujac rownania ruchu fotonow w OTW.
Przeprowadzenie rachunow dla jednego pierscienia wymaga podania wartosci
promieniaw jednostkach M czy Rg,,, . parametru adlaczarnej dziury oraz kata
nachylenia obserwatora (oznaczanego i), rachunki dla sekwencji pierscieni
wymagaja dodatkowo sprecyzowania nat¢zenialinii w funkcji promienia, albo
jeszcze poprawnig, natezenia promieniowania padajacego w fukcji promienia
oraz oceny efektywnosci produkcji linii w funkcji promienia.

jadro 26Ee ®

puste miejsce
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2. Profil linii zelazaw AGN | GBH - rachunki numeryczne

Przyktadowe wykresy wzicte z pracy Dabrowski et al, 1997 MN 288, L11 o
Przyjete parametry: ]
rms<r <15 GM/c? Fool
F(r) ~ r®
. . l o4t
1.0 Emﬁ -
i 0z
i
% 0o i Figure 1. Predicted spectral line shapes for a Schwarzschild black hole
g; I.B A (3, =00 Ais for { = 85°, B for i = 3(F, and C for i = 0F,
z nﬂ{lﬂ 1‘j2 1I-1- 1.8
| TN e O G e 3. Profil linii zelaza
Loy 5 W obserwacjach
oz e 4 Vi 1 Liniazelazajest dobrze
' e A _ _
Figure 2. As Fig. 1 but for a, = 0.5. 5 05f \"-«W st I ”*“*f; widocznawe wszystkich
|, L , §is — —+  galaktykach Seyferta, ale z
b i 1 reguly jest dosy¢ waska, czyli
e , ) . !
- Lim CG-6—3b—15 Lo WMWMMMMMW\W’”'“"*'}*'*'""+"+'+4+ﬂ;€ nie pochodzi z najbardziej
3 | | E SR S .3 wewngtrznych czesci dysku.
| W kwazarach czesto jej nie ma
. ze wzgledu na dzet iflub
z wysoki poziom jonizacji. W
GBH tez jest, i poszerzona, ale
znéw nie dramatycznie. Brak

Enargy (keV)

Tawnaka cfed.

1995

]‘incrgy (keV)

wewngetrznych czesci dysku?
Zatow MCG-6-30-15... 12



3. Profil linii zelaza w obserwacjach c.d.

Tak szeroka linia jest trudna do wyttumaczenia. Otrzymywane parametry Sa
kuriozalne: wyktadnik w przepisie na emisyjnos¢ w funkcji promieniamusi
by¢ absurdalnie duzy, co spowodowato wylansowanie pomystu o ekstrakcji
energii rotacyjnegj z czarngj dziury. Czy aby jednak dobrze opisyjemy
kontinuum? Widmo NGC 4151 obok- przyktad zakrzywionego kontinuum
(przeswitujacy absorber).

Planowany przyszty eksperyment (Constellation X) ma pozwoli¢ bada¢ nie
tylko sredni profil linii, ale doktadnie odpowiedz osrodka narozbtysk w
zakresie rentgenowskim, nastepujacy po ok. 1000 s. Obrazek u dotu
przedstawia odpowiednie symylacje. Takie obserwacje pozwol g doktadnie
sledzi¢, co si¢ dzigle w poblizu czarng dziury, a moze nawet testowac teorig
wzglednosci w naprawde silnym polu grawitacyjnym.
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