Mathématiques.

Metoda rozwiqzywania liczbowego réwnaii liniowych,
obliczania wyznacznikéw [ odwrotnosci, oraz redukcji
form kwadratowych. — Méthode de résolution numérique
des équations linéaires, du calcul des déterminants et des
inverses, et de réduction des formes quadratiques.

Note
de M. TH. BANACHIEWICZ m. t.

présentée le 3 Octobre 1938.

Pour résoudre numériquement un systéme d’'équations linéai-
res on emploie d’habitude la méthode d’'élimination successive ou
celle des déterminants. Dans ce travail nous proposons pour le
méme but la méthode de la décomposition en facteurs.
Cette méthode parait avantageuse a divers points de vue, en
particulier lorsque le nombre des inconnues est considérable, et
elle se préte aussi parfaitement an calcul des déterminants et des
inverses, de méme qu'a la réduction des formes quadratiques.

§ 1. Considérons le systéme de » équations linéaires a » in-
connues

Aoy 4 Agyy 4 oo + Ay X+ gy, =0
Apxy + Apa s 4. + A, + Aoy =0

(1.1)
Alnxl + A!nxﬁ + A + “lnnxn + An+l, n— 0
ayant une solution unique.
lin posant
X=lz z..25 1} (LA)
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4‘l]| 4421 s ‘l," /ln+l.l
Ay Agy oo Apy Ay

AI f— . . . . . . . . (I.B)

All Ilh “es AIIII A.+]'n
nous écrirons le systéme (1.1), comme d’ordinaire,
X-IA'=0 (1.1-bis)

Supposons maintenant A’ décomposé en un produit de deux
cracoviens g’ et h tels que

1 g2y 931+ 9m Gapr1 Ryy Rey By oo By
01 g53-.--9n2 upaz O Ay By ..-Bis
00 1 ...9w Gapis 0 0 Jigg... R,
g={. . . T =y R (1.C)
O O 0 ...1 -ql-H.n 0 0 O ...klm

que nous appellerons facteurs canoniques de A’. On suppose les
équations (1.1) disposés de fagon que %, 0 (1=1,2,...%); ceci
est toujours possible, car dans le cas contraire le déterminant du
systéme (1.1) serait égal a zéro.

Avec
A'=g’-h (1.2)
I'équation (1.1-bis) donne
X-1(g’-h)=X-(h-g’) = X-lg’'-h=0, (1.1-ter)
et I'on voit facilement qu'en vertu des suppositions faites,
X.lg'=0. (1.3)

Soit en effet
X-Ig' = 1{s, 5;...84)

D’aprés l'équation (1.1-ter) et la définition (1.0) de h; on devra

avoir

d'ou s, =0, puisque /i, 3= 0.
Mais en vertu de la méme équation et de (1.C)

5y hyy + 8yhg = 0,

d'oit 5, =0, puisque s, =0 et /,; 5 V.
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On obtient de la méme fagon quo s;,=s,=...=3s,=0, co
qui démontre I'équation (1.3). ’ ,

D’autre part, si 'on suppose que les g, (k=1,2,...n; i=Fk+1,
k+2,...n,n-+1) sont calculés, I'équation (1.3) méne rapidement
aux valeurs des inconnues.

En offet, cette équation s'écrit explicitement

z, 1 0 0O . . . 90 0
24 g 1 0 + = « « 9 0
g Js1 Y32 1 s mo% 8 9 ‘
wn .(]nl Y n2 .(/nll e Y non -\ 1 0
1 Ing1,1 Ing1,2 Yngr, 3+ Yngr,n1 Yati,n n 78ros

En présentant son premier membre comme la somme de deux
cracoviens et en transportant I'un d’eux au coté droit, on obtient

Z, Ty 921 0 0 0
332 xs !73 1 _([:‘ o ( ) . " v O
xs . . . - - - - - - . - - .
1 . e w ow oa w m m ow B8 (14)
xn !/nl .(/nz -’/n, n—1 U
Xy 1 Gat1,1 Yntr,2 Hatt.n—1 Yntin

ot cette équation permet de calculer successivement I, 2, i,.-- Lz, ¥y,

cest-a-dire toutes les inconnues.
Quant aux déterminants, si l'on désigne par A et g les tableanx
A’ et g’ privés chacun de leur derniére colonne, on aura pour

|A], |g| et |n|, d’apres le théoreme de Cauchy-Binet, la relation
|A| = |g]-[hl.
Mais suivant le théoréme bien connu

lg]e=1 Ih| = &y, frog fisg - Pans

et il s'ensuit que
4,, Ay .. Ay
Ag Ag .. A

Al =|" | = by, fogg Ry o -

Ay, By iso Aga
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La décomposition de A’ en deux facteurs canoniques uous
donne de cette fagon, a l'aide de (1.4) et (1.D), les valeurs des in-

connues d’aprés le premier facteur g’, et celle du déterminant
d’aprés le second facteur h.

§2. Occupouns-nous maintenant de la maniére d'effectuer cette
décomposition. On commence par déterminer la premiére ligne
de h et de g'. La condition que la premiére colonne de g’-h soit
égale a la premiére colonne de A’ nous donne la premieére ligne de h

' W TR OS50 5 R W, 1 2.1)

tandis que la condition que la premiére lignre de A’ soit égale
a la premiére ligne du produit g’-h nous donne la premiére
ligne de g’

{921 931+ Im Gupra) iy =14y Agy ... Ay Apps,y) (2.2)

iy, & 0 étant déja connu.

Remarquons que la détermination des premiéres lignes de h
et g’ d’aprés (2.1) et (2.2) nous assure ainsi l'identité de la premiére
colonne et de la premiére ligne de g’-h avec la méme colonne et
la méme ligne de A’. Pareillement les 4 premiéres lignes de h
et g’ donnent les % premiéres colonnes et lignes de A’.

Montrons maintenant comment on calcule la ligne £ de h et
la méme ligne de g’, si on admet qu'on connait déja leurs
premiéres & —1 lignes.

La condition d’identité de la colonne k de g’-h et de A’ né-
cessite que

In o Jgr,1
/) Jiyy liyps,2  Vim
— I{Ak,k An,/e+1 Ak,n}'
G, k-1 Jeg ks Magr, -1 Hin, 4y
1 Joy o Teagrx M

ce qui fournit la ligne 4 de h a l'aide de la formule

Ay Apsiy »00Aus I
Ty Iggry oo Pn,s /!

Vs Taga s oo g ay = Maz Teags,z on Ju /7] (2.3)
Pk u—r Toagr,h=y »o o Pon, s /=
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De paroille maniére la condition que les ligues I de g'-h et
de A’ doivent ctre identiques donne les équations

Yrpr, 0 Jep2,1 <« ngan Jny
Yrt1,2 Iat2,2 «o+ nt1,2 Ity
’ =£d A 1| p
Vapr, e gz e oo s ny
Yntr ke Jug2, b <o« Ings, k ™

qui conduisent a I'équation

‘4k-}-l,k ‘v1k+2,k ces fln—{-l,k l
T 1, Heepzr - L — I

{Ius1,k Gagah - Gnpray =) 74012 Trazz oo Ytz g k. (2.4)
Yrr, k-1 et k—1 = Jagr, ke 1 g

Les équations (2.3) et (2.4) fournissent la ligne 4 de g’ et de h
d’aprés les lignes précédentes. La premiere ligne de ces craco-
viens étant connue' d’aprés (2.1) et (2.2), on obtiendra ainsi suc-
cessivement les lignes 2-de, 3-me,... u-me de g’ et de h, et l'on
déterminera ainsi tous leurs éléments.

On voit que les calculs, qui sont tout a fait élémentaires, se font
a l'aide des schémas cracoviens. ce qui contribue a leur simplicité.

Combien de quantités auxiliaires faut-il déterminer ? Le nombre
de ces quantités est égal au nombre des éléments de g’ et h,
n® - n, moins le nombre » des éléments connus de la premieére
ligne de h. On a en tout avec la méthode de décomposition
- n®  quantites
a déteriner.

Avec la méthode d’élimination ou calcule de mime les éléments
de g’, au nombre de }(x - l)», dont on a besoin pour effectuer
Pélimination. Le nombre des coefficionts et des termes libres a ob-
tenir est de i(x — 1) dans les x— | équations (réduites) a n» — 1
inconnues, de (v — 1) (# — 2) dans les dquations & x - - 2 inconnues

etc, et comine
ww—0D4w—00—2) .. +32 2l =§@n 4 Daw—1)
on a ensemble a calouler

e+ D §n + Dum —1)=§2nr+ )@+ La

quantitos.



Nombre N des quantités a calculer.

»n uombre N pour la méthode N pour la méthode
des inconnues de décomposition d’élimination
2 1 )
3 9 14
1 16 30
5] 5 Ho
6 36 a1
10 100 385
20 400 2870
50 2500 42925
100 10000 338350

Les auxiliaires qu’on détermine dans la méthode de décompo-
sition demandent chacune en général plus d’opérations arithmé-
tiques que dans la méthode d’élimination. D’autre part la commo-

dité de la forme cracovienne des équations (2.3) et (2.4) facilite
beaucoup les calculs.

§ 3. Passons maintenant a la solution indéterminée laquelle
a déja dailleurs fait I'objet de deux de nos récentes communi-
cations & I’Académie!), congues plutdt en termes généraux. Le
probléme consiste a déterminer A~’, l'inverse de A.

Etant donné que

A= g'hv
on a
A~ =g .h7,

et le probléme se réduit donc 4 la détermination des inverses de
tableaux canoniques carrés.

h étant d’'une forme plus générale (voir 1.C) que g, nous al-
lons nous occuper de l'inverse h™ de h, que nous désignons par q.
Il est facile de voir que les éléments de q au-dessus de la dia-
gonale principale sont des zéros. On peut donc écrire

1) C. R. M. Ac. Pol., Cl. d. Sc. Math. et Nat,, avril 1938 et mai 1938,
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9 0 0 0 ...0
Tia e O 0 ...0
__ ) Tis T s ) S |
C Ta G2a T3¢ GYag.-- U

Tin (lﬂn qﬂn (lln LA ,Ilm

On détermine les éléments quadratiques ¢, eu se basant sur
les unités du produit q-h=I et l'on a ainsi ¢,/k, =1 ou du=hy'

(t=1,2,..n).

qu —hg by —hg kgt —hy Bt ...~y k!
Q1a Q2 . —hga b —hy g .. —hg B
Qs Qs VETY . . —h kGt ... —hghy)
R N L I T Y, =

On aura de proche en proche les éléments suivants de la colonne
¢ de q du fait que cette colonme multipliée par chacune colonne
suivante de h doit donner zéro. Comme /,,=0 pour {>k, on trouve

Qu—— l{’lﬂ Qijig1 -+ ’/:,/z—l}"l{/lu I, iy o I”k.k——l},l’k—hl-
Par conséquent Qs
“iz 4o3

14 T34 Yas

Y1n {2 q:lu QA—I,n

_On peut procéder soit en calculant successivement les éléments
de n’'importe quelle colonue de q, soit en déterminant les lignes
consécutives de q.

§4. Exemple numérique. Considérons 4 équations a 4 in-
connues:
2z, + 6x; + 142y, 4 102, — 60 =0
Tx, + 262y + 392, + 82, — 310=0
b2, + 142y + dla; — 8z, — 100 =0
bz, + 13z, + 422, + 122, — 1271=0
Nous allons déterminer ici: 1) les inconnues, 2) le déterminant
du systéme, 3) l'inverse du tableau des coefficients (solution in-
déterminée).

(CNY!

3.1)
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Dans ce qui suit on a ajouté les colonnes des sommes de con-
trole’) qui sont donmnées en ilalique.
Avec les formules du §2 on obtient la décomposition suivante:

S, S, S,
42 4+ 6 414 410 — 60 28| (1 4B 4T 5 =80 —14) (42 +T +6 45 +20
+7 426 +39 +80 —310 —153 l_' +1 =2 +10 —20 —11/ +hH — —2 — 1
+G+14+51—3—105—42—l +H1+2—5—-2 +1 43 + 4|
+5 +13 4+42 +12 127 55 +1—2—1 +1 + 1
Prodnit A’ —278 Facteur g’ Facteur h

On trouve —278 =S,-S; (controle)

1. A laide de g’ on obtient successivement x; =2, x; = I,
oy =2, wy=".

2. Le déterminant du systéme |4|=2.H-1.1=10.

3. L'inverse g~ s'obtient de (3.1) comme il suit

S, S,
1 + 1) (=8 —=T—0 +16
=% 1 —2 42 —10 + 9
—13+2 1 —10 l -2+ 3|
+51 —14 —2 1 +36 + 1

g—l
On a S, S, =4 (contréle) [4 = nombre des inconnues|.

On calcule pareillement I'inverse h™!
S

[ ]
+ 05 +05 ) (—14 —6 =D
— 07 +02 —0h l +4 +2
— 8 08 | ~4-ol l -3
+135 —20 —3 1 +95

h—!
On a S,;:S,=4 (controle).

Il en résulte pour A, l'inverse du systéme:

S,
+766:5 —201-8 —32:8 +135 +545°9
—1180 + 298 + 48 — 20 — 804
—1660 + 440 + T0 — 30 —1180 |
+ 5140 — 140 — 220 + 10 + 360

+383°6

A-l=g-1.h1 =

S-S, = +383D (coutrole)
S,-S, =—4 (autre contrdle); —8 = +4 —(x,+, +x,+x,)

1) ., R. M. Ac. Pol., CL d. Sc. Math. et Nat., janvier 1938,
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Tous les nombres employésdans le calcul, effectus
o 'aide d’'un arithmométre, ont 6té écrits.

Le lecteur qui voudrait se convaincre de la valeur pratique
de la méthode de décomposition avec des cracoviens est pri¢ e
faire les calculs comparatifs avec I'nme des méthodes employées
jusqu’a présent.

Quand a la comparaison avec la méthode d’élimination, on
voit. que la premiére ligne g’ coincide avec la premiére ligne des
coofficients des équations (4.1), divisée par le coefficient de x,,
ot la premiére ligne de h coincide avec la premiére colonne de
(4:1). Plus généralement la ligne £ de g’ coincide avec la pre-
miére ligne du systéme qu’on obtient de (4'1) aprés I'élimination
de £—1 inconnues faite a I'aide de I'algorithme de Ganss étendu
aux systémes non symétriques, cette ligne étant divisée par le
coefficient de x,, et la ligne & de h coincide avec les coefficients
de la premiére colonne du méme systéme.

§ 5. Considérons maintenant un cas particulier important, celui
des équations normales de la méthode des moindres carves.

Soient N équations observées indépendamment, portant sur x
mconnues (N > n):

Upxy + apxs 4 . - tp@, + =0 (i=12,...N).

On détermine les inconnues d’aprés la coudition gue

N

e " . o \ o . r I

= Y (apr; + tnts 4+ ... + &y = @ a41) Mmoo, (9.1)
(=]

La condition (D.1) séerit a l'aide des cracoviens comme 1l suit:
Posons

]
7 g— F
X=Hlay oy I} Yo dge @ danl=A (O.A)

i

1’équation (5.1) prend la forme

LY " .
‘ X'{U" (“-2 ‘e a,‘(t,-,,,l_l}‘!-x - Mlnlmllm)

ou bien |
X-A-X = Minimum. (5.1-bis)
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A est symétrique, c'est-a-dire que IA = A; on a donc

All A‘.!l A:\l Aul An+l.|
n A:zz Asz Anﬁ An+l.2
A= » n Ass An3 An+1,3 ! (5.B)
l ” b} n An-H. n4-1

en désignant par » les éléments égaux a leurs éléments symétriques.

Nous allons montrer ici comment on peut présenter A comme le
carré, au sens du calcul des cracoviens, d'un tableau canonique r de
méme ordre, c'est-a-dire ayant » -+ 1 colonnes et autant de lignes:

11 721 731+ Taga,1
0 730 739 Taga,n
r=410 0 75...74;s

(5.0)

0 0 0 .Tmap

Si l'on détermine un cracovien r de fagon que son carré r-r
reproduise les éléments de A au-dessus de la diagonale principale
de A et sur cette diagonale, r sera la racine carrée chorchce VK,
puisque r*>=r-r est symétrique, comme l'est A. Il suffit donc de
déterminer les éléments 7 (s == t) d’aprés les 4, écrits explicitement
dans (5.B), c’est-a-dire pour i >k (k=1,2,...7n+41).

La condition

A=r-r
donne pour les éléments de la premiére ligne de r la relation
{r1s 7os Tax - Tagry 711y ={4u 4z Ay oo Apyss)-
Comme A,,, égal 42 la somme des carrés Jajj, est un nombre

{
positif, r,, différe de zéro, et l'on peut déterminer tous les 7;. On a

Vz—l,. =17y et
{rar Tag oo Tagun) ={Aasi7sy Asgi?yy oo Appy 1270}

Pour la seconde ligne de r on a l’équation

(5.3)

Vg1 Pyl 7, 7.
{.21 o » .ﬂ+l,l| ‘ 2 ={A,, Ayp.Ap Appsp)  (DA4)
Ts2 732 -+ Tm Tayr,2) |722

On commence par déterminer 7,, d’aprés 'équation

T = Ay — 7.
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Ou peut démontrer facilement, ce que nous omettons ici, quo
du fait que A est une somme des carrés [a, (..., .Y, Vox-
pression A,, — 73 = A,y — A}: A} est aussi une somme de car-
rés. Il s'ensuit que 73, est positif (et la méme conclusion s'applique
& 7%, T4y oo Togs, npr)y, ©b l'équation (5.4) nous donnera en effet la
seconde ligne de r. On calculera de la méme maniére consécuti-
vement la troisiéme, la quatriéme, etc. jusqu’a la derniére ligne de r.

r étant supposé obtenu, la forme quadratique (5.1) devient

F=X-r*X=X-Ir.-r-X = (X-Ir)3

ou bien
- T2
z |l O 0 «= 0
Zxl Vs s U o U
F={y . v, .. ... ... 1 (55)
Z, Tm Tug Va,n 0
l 1 Vagt,1 Tty Tugtyn Vatr g

F est ainsi présenté"comme la somme (x, 7, + Zo¥sy + .-
+ Zp?m A Tag 1) @2 Tan o Ta T Tagr2) + ... de n4-1
carrés, dont lo deruior est une coustante positive, égale & 1754y a1
Pour que 7 atteigne ce minimum, il faut et il suffit que les »
premiers carrés deviennent zéros, ce qui donne les équations

11 1Tu 0
Za| | 721 Tas 0
= ) (5.6)
Ly Y Tha e i 0
1 r’l+l,l rn_*_l‘a ate 1‘B+l‘ s n zZeros

permettant de calculer successivement Z,, Z,_i,-.-%a 8b Z;.

La notion de la racine canounique carrée, au sens du calcul
des cracoviens'), du tableau A, nous a permis d’obtenir les équa-
tions (5.6) par un algorithme plus simple que celui de Gauss
dans la Disquisitio de elementis Palladis, 1810, N° 13.

La formule (5.5), ou

F= (X-Ir)’
avec r = /A, résout ainsi le probléme de la réduction de la forme
quadratique 4, cavactérisée par son tableau A, 4 la somme de
n -+ 1 carrés.
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r—2 nous donnerait la solution indéterminée. Pour le calcul
effectif on peut modifier un peu les formules et I'on obtient le
schéma que nous avons présenté au Congrés de Stockholm (1938)
de.l’Union Astronomique Internationale, ou des schémas similaires
qui seront insérés dans notre travail sur la méthode des moindres
carrés dans les Acta Astronomica.

§ 6. Dans ce qui précéde nous avons admis la décomposition
du Tableau donné A en deux [acteurs canoniques ayant pour
éléments des mnombres ordinaires. Toutefois rien n'empéche de
supposer que les éléments g, et %, soient eux-mémes non des
nombres ordinaires, mais des nombres composés — des cracoviens —
les unités 1 ordinaires de la diagonale pripcipale de g devant
étre alors remplacées par les I-s (les idems). Le principe de la
décomposition de A restera le méme, ot la décomposition pourra
étre utilisée de semblable maniére pour la résolution numérique
des équations linéaires, pour le calcul des déterminants et la
détermination des inverses. Déja certains de nos travaux anté-
rieurs sur les deux derniers problémes étaient basés sur une
pareille décomposition (dans le cas de deux zones dans g et h),
qui a apparu alors comme un deus ex machina, mais le nombre
arbitraire des zones de g et h, introduit ici, et I'application a la
résolution numérique des équations, présentent maiuntenant la
méthode sous un autre aspect, en la rendant en méme temps
plus générale et plus puissante. En particulier la formule D =
— |A|-|D,| pour le déterminant n'est quun cas particulier de la
formule D = [hy|-|hys|-|hys| --- || qui doit étre considérée, a T'état
actuel de nos connaissances, comme la meilleure formule pour le
calcul numérique des déterminants.

La formule finale (1.4) du probléme des équations lindaires
rappelle bien la formule (3bis) de la premiére méthode de notre
travail »Sur la résolution numérique d’un systéme d’équations
linéaires2<). On pourrait traiter aussi & un nouveau point de vue
la seconde méthode du travail mentionné.

1) Cette extraction de la racine carrée do A ne s'exprime dans le lan-
gage des matrices que par une équation i sutisfuive, r'.-r=A, oit ¢’ do-

signe r transposé.
3) Bull. Ac. Pol. Se. et Lettr,, Cld. Se. Muth, et Nat., 1937, 350—354.




