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FIGURES OF EQUILIBRIUM

mmary

Two examples of inhomogeneous figures of equilibrium are mentioned: the one in
which density is constant on ellipsoids similar to the surface. and the Ferrers class of

configurations. A new family of figures found recent y oy the author is discussed in
, "

I
more detail. These are perfect fluid bodies whose exterior and interior gravitational
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potentials are constant on ellipsoids confocal to the ellipsoidal outer surface. The
configuration remarkably reproduces some features of the Kerr gravitational field from
general relativity theory.

Przypomnijmy na wstepie wyniki poprzednich czgéci pracy, na ktore bedziemy sig
tu powolywac.

We wzorach na potencjaly grawitacyjne cial o ksztaltach elipsoid pojawia sie
funkcja 4 = A(u) dana wzorem:

def ’
A% = (a7 + 1) (a3 + u)(a3 + u). (15)

gdzie a,, a,, a; sa potosiami elipsoidy.

Wspotrzedna elipsoidalng punktu P o wspolrzednych kartezjanskich {x;},i = 1, 2,
3, polozonego na zewnatrz elipsoidy E o potosiach a,, a,, a5, nazywamy wielkoéé /.,
bedaca najwigkszym pierwiastkiem réwnania:

2

3 .
3 o= “9) |

Rownanie 4 = const. opisuje zbidr punktdw {x;} polozonych na elipsoidzie
wspologniskowej z E.
Twierdzenie 5.
Potencjal powloki elipsoidalnej o masie M i potosiach a,, a,, a; w punkcie |x;} na
zewnatrz niej jest rowny:
| .
Vo= 5GMJ du/A. - (48)
gdzie 4 jest wspolrzedna elipsoidalng punktu {x;].

Potencjal powtoki elipsoidalnej E, o pétosiach b,, b,, by w dowolnym punkcie (X
Y, Z) jest dany przez:

oM T
e X — x)? Y — )2 7 — =212
v 2nb,b2b3JJJ[( P (Y= (Z =]

Vv

2 2 ,2
wol 4+l 42 1) d;x
R

gdzie: U jest dowolnym obszarem zawierajacym E, catkowicie wewnatrz, zas d () jest
funkcja delta Diraca.

Potencjalem nazywamy tu umownie wielko$¢ U= - V, gdzie V jest wlasciwym
potencjalem pola grawitacyjnego.

(38)
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5. NIEJEDNORODNE FIGURY ROWNOWAGI

Jednorodne figury rownowagi byty przykladami najprostszych modeli wirujacych
cial. Modele te opisywaly rzeczywiste ksztatty gwiazd i planet bardzo niedokladnie i
mialy znaczenie giéwnie teoretyczne, jako pierwszy krok na drodze do rozwiagzan
bardziej realistycznych. Nastepnym krokiem powinno by¢ uwzglednienie faktu, ze
rzeczywiste obiekty astronomiczne sa niejednorodne. Tu jednak trudnosci wzrastaja
skokowo, bowiem informacja o rozkladzie gesto$ci materii wewnatrz dowolnego
obiektu jest niedostepna bezpo$rednim pomiarcm, a ponadio irzeba przy tym
wyznaczy¢ doswiadczalnie rozklad cisnien, albo zna¢ rownanie stanu 1 wyznaczyd
rozktad temperatur. Wszystkiz te wymagania sg bardzo trudne do spelnienia.
Rozklady ci$nienia, gestosci i temperatury mozna wyznaczyC tylko metodami
posrednimi, wprowadzajacymi duze bledy. Wyniki trudno wigc opisac jakakolwiek
funkcja analityczna, a bez tego trudno mysle¢ o $cistym rozwiazywaniu rownan Eulera
i Poissona. W zasadzie te same trudnosci wystepuja w przypadku konfiguracji
sferycznie symetrycznych, ktére dla astrofizyki teoretycznej sa obiektami dodé
swojskimi, lecz tam wszystkie wielko$ci zaleza tylko od wspodirzednej radialnej, mamy
wiec do czynienia z rownaniami rozniczkowymi zwyczajnymi, podczas gdy w
przypadku cial wirujacych wystgpuja réwnania czgstkowe o co najmnigj dwoch
zmiennych. Zwigksza to rownoczesnie trudno$ci rachunku i wymagania co do zakresu
danych. Dlatego tez Sciste rozwigzania dla figur niejednorodnych byly znajdowane
raczej przez poszukiwanie przypadkow, ktore daja si¢ rozwiaza¢ ze wzgledu na
szczegblne wlasnosci analityczne, niz przez wybieranie sytuacji cickawych i waznych
dla astrofizyki.

Podamyza Chandrasekharem (1969)dwa przyklady takich rozwigzan.
Przypus¢my, ze gesto$¢ materii wewnatrz ciala o ksztalcie elipsoidy jest stala na
elipsoidach podobnych do zewngtrznej powierzchni, ktorej pdtosie majg dlugosc a,, a,,
az. Punkt {x;} lezy na elipsoidzie podobnej do zewnetrznej powierzchni, gdy:

-
“

3 X2
Y, 5=, (66)
i=1 %

gdzie 0 < m < 1, przy czym m = 0 odpowiada srodkowi elipsoid, zas m = |

powierzchni zewnetrznej ciala. Jesh jako wspdlrzedne w przesirzeni wybterzemy dwie
zmienne opisujace polozenie punktu na elipsoidzie oraz zmienna m, to ggstos$¢ naszego
obiektu bedzie zalezala tylko od m (wygodniej bedzie traktowac ja jako funkcje in?), zag
potencjal na zewnatrz niego bedzie dany wzorem:
5 1 ‘
du " 2 _
U = ”Ganazasf i p(m~)d(m~), , (67)
A m={u)
gdzie: A jest dane przez (15), 4 przez (49), zas m*(u) przez:
32

Y 5 =m’ | (68)

2
-1 a4 t+u
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Wzor (67) mozna latwo wyprowadzi¢ w oparciu o (48), podobng metoda
(wierdzenia 6, pamietajac, Ze tym razem p nie jest state i, w ostatnim k“ ku umi@j@inée
zamieniajgc kolejnosécalkowan. Rachunek ten jest podany u Chandrasekhara

Oy £
(1969).

Wprowadzajac definice:

2
m

(im?) = p(n'2)d(m'?) (69

R

f

mozna zamiast (67) napisac:

' fu
U, =nGa amsj T(1) — (m*(u)) ][A ' (70)

Mozna tez prosto znalezé wyrazenie na potencjal wewnairz takiego, obiekt
(Chandrasekhar 1969

du

V= nGa,a,a, ’ [tL/ (m (v, ]— ‘ {

o/

0

Ty
e
R—

Wazny teoretycznie jest przypadek szczegdiny rozkiadu p = p(m”), g

3 \,.2 no
p(m?) = C(1 — m 2y = [ — Z 1, (72}
. = a;”
gdzie C 1 n > 0 sg stalymi dowolnymi. Wtedy:
m?)y = ———(1 —m*"+ (73)
n+ 1
sas potencjal w punkcie wewnetrznym jest dany przez:
C ) du -
yT: TEG‘ atazas Qtl_"l“, {7_11‘,
n+1 A
0
gdzie
3 -\,il
O0=1-— . _ (75)
AT tu
Potencjal ten nalezy do nieco ogolniejszej klasy potercjatow badanych po raz pierwszy
przez F errersa (1877), generowanych przez rozklady gestosc peutas,,i:
plx;) = CxPyi", : (76}

gdzie (x. y, z) to wspolrzedne punktu w ciele; C, p, g, r — stale dowolne. Potencjaly
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Ferrersa sawazne teoretycznie, poniewaz sa one rowne wyzs,_> m momentom
potencjalow elipsoid jednorodnych, dla ktérych istnieje ogdlna teoria (' h & n d ¢ a-

sekhar 1969). Nie bedziemy ich omawia¢ dokladniej, bo musi eH ySMYy 7now
zagigblc sie w do$¢ zawiklane rachunki.

Zakonczymy nasz przeglad nowym rozwiazaniem niejednorodnyim, z;wz?ii:
ostatnio przez autora (K rasins ki1 1980), ktére bylo motywowane mozliwvm
zwiazkiem z problemem istnienia zrodta dla rozwigzania K erra (1963} w f\g;a%%;z@j
teorii wzglednosci.

Ty

ey 1}
te yaud

6. ZWIAZEK FIGUR ROWNOWAGI Z ROZWIAZANIEM KT

'Rozwiazanie Kerra opisuje, jak wiadomo, pole grawitacyjne na zewnz iz wirui:
czarnej dziury. Problem jednak, czy zrédlem tego pola moze byc jed ynie
dziura, czy moze rowniez jakas skonczona porcja ,normalnej” materii, jost, mimo
wielu prob, nadal nie rozwigzany (K rasins ki 1978). Pokazano, ze Zrodlem dia
pola Kerra moga by¢ rozmaite nietypowe ciala, np. ciecz doskonala otoczona

.skorupka" o zerowej grubosci i niezerowej powierzchniowej gestosci matern
ciecz nie spelniajaca prawa Pascala: posiadajaca anizotropowy roziiad
przynajmniej jednej ujemnej wartosci wilasnej. Przeglad nieudanych prob w v
kierunku zawiera cytowana juz praca (K rasinski 1978)

W tejze pracy autor pokazal, Ze geometria czasoprzestizent K e rra sugeruje
Scisly zwiazek tego rozwiazania z newtonowskim polem grawitacyjuym. kidreg
powierzchnie ekwipotencjalne sa wspologniskowymi elipsoidami. Argument
nastepujacy: w rozwiazaniu K e rr a istnieje rodzina linii typu czasowego
wlasnosci, ze tréjwymiarowe hiperpowierzchnie zbudowane z elementdw lokainic
ortogonalnych do u okazuja si¢ by¢ rodzinami wspotogniskowych elipsoid obiroto
wych. Doktadniej méwiac, przestrzeni taka powstaje przez , nanizanie” wspdlognisko-
wych elipsoid na ortogonalne do nich linie krzywe. Utworzona w ten sposob przestrzer
3-wymiarowa jest krzywa, lecz jej krzywizna jest proporcjonalna do parametr
rozwigzania K e r r a rownego masie zrédla pola, a w granicy m — 0
sig plaska. W sensie geometrycznym zatem rozwigzanie K ¢ r 1 a jest zbud
wspologniskowych elipsoid obrotowych w bardzo podobny sposob, jak
Schwarzschilda ze wspotsrodkowych sfer. Ponadto, w grani
elipsoidy z rozwigzania K e r r a degenerujq sie do sfer z zo*’m@dnu
rzschilda. Poniewaz za$ sfery z rozwiazania Schwarzschilda odpo-
wiadaly, w granicy newtonowskiej, powierzchniom ekwipotencjalnvm pola i
cyjnego, mozna domniemywac, ze elipsoidy z rozwigzania K ¢ v 1 a p
rowniez powierzchniom ekwipotencjalnym pewnego newtonowskicego pol:
cyjnego.

-Podane wyzej rozwazania mialy jedynie uzasadnié, dlaczego za)
dalej problemem. Jest to bowiem temat czysto newtonowski 1 moz
bez wzgledu na zwigzki z teorig wzglednosci.
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7. ZRODLO POLA STALEGO
NA WSPOLOGNISKOWYCH ELIPSOIDACH OBROTOWYCH

Zastanowmy sig, jakie zrodlo rozciagle przestrzennie moze wytwarzac na zewnatrz
potencjal, ktérego poziomice sa wspotogniskowymi elipsoidami obrotowymi. Wiemy
juz, z czgsci I1 pracy, Zze pole takie wytwarza powierzchniowa powloka materii
rozlozona na jednej z elipsoid. Potencjal ten jest dany wzorem (38). W przypadku
elipsoid obrotowych splaszczonych wygodnie jest wprowadzi¢ wspotrzedne (r, 9, @)
zwigzane z kartezjanskimi za pomoca nastgpujacych réwnan:

x = /r? + a? sin9 cos
X = o,
y=./r* + a*sinJsing, (77)

7 = rcosy.

Widad, ze spelnione sg tozsamosci:

gyt 2
2 s+3=1
”+a r
.\'2 + yZ ZZ
2 20 2 a 1, (78)
a‘sin“3  a“cos*3
y
= 1go.
Y ) R
Zatem powierzchnie r = const. sa wspotogniskowymi elipsoidami o potosiach r 1

N 2+ a4 przy czym potos r lezy na osi symetrii, za$ a jest promieniem okrggu
ogniskowego elipsoid. Powierzchnie 3 = const. sg hiperboloidami jednopowlokowy-

mi, powierzchnie ¢ = const. — plaszczyznami przechodzacymi przez o symetrii.
Niech powloka materialna lezy na elipsoidzie = r,. Potencjat (38), przy b, = b, =
Jr.? +a? by = r, wyraza sie we wspoOlrzednych (77) nastgpujaco:
r ()
U, = dy | dq r? + a*cos*9)sin9d !
" 27U(i Z)J Jﬁf(
r (1}40)
(79)

x 8((r,* + a*cos*3)r* —r,?) /‘,Z(rn + a* ))d-,

gdzie r; < r, < r, oraz

def )
d=[R*+r? =2 /R?+a* /r* + a*sin@sinJcos(p — P
(80)
—2Rrcos@cosd + a’sin?© + a*sin®9] 1'%,

przy czym (R, ©, @) sa wspolrzegdnymi (77) punktu pola (X, Y, Z), zas (r. 3. ¢) —
wspolrzednymi biezacego punktu calkowania. Wykonujac w (79) calke wzgledem r
dostajemy:
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19
=GMJd,9JSF
47
0

Potencjal ten jest, jak sprawdzaliSmy w paragrafie 4, staly na powierzchniach R =
const, tzn.:

Vi _o_ WV
0O o

. (81

(82)

(sprawdzenie pierwszej z tych rownosci bezpos$rednim rachunkiem jest trudnym
¢wiczeniem, ktore mozna poleci¢ pracowitemu Czytelnikowi. Druga réwnosé jest
oczywista).

Zastanowmy sic teraz, jakim rozktadem ciaglym p(r, 3) mozna zastapi¢ wyrazenie
MS()/2mr (r,? + a*) w(79), aby potencjal pozostal niezalezny od @1 ®(zaktadamy, Ze
: . L ) _ L Op
poszukiwana konfiguracja jest osiowo symetryczna w calym wnetrzu obiektu, totez —;ﬂ
_ do
= 0). Wida¢, ze wykonanie calki wzgledem r w (79) spowodowate skrocenie czynnika
(r? + a*cos®9) pod calka, ktéra pozostala do wykonania. Wystarczylo to do uzyskania
wyniku niezaleznego od ©1 @, a wigc zaleznego jedynie od Rir,. Zatem biorgc rozklad
postaci: :

: 1) ‘
' 9 = : s 83
Pl 9) r* + a’cos?Y (83)
gdzie f(r) jest dow olna funkcja zmiennej r, dostajemy zamiast (79):
9
U = GJ ds d(pjf;)sm -
0 0 :

(84)

—_~sz1;; [fdsfsmgd@].
0

0

+ Calka podwdjna w nawiasie kwadratowym rozni si¢ od catki w (81) tylko zamiana r, na
- r, a wobec tego jest niezalezna od @i @ Zatem w (84) U, = U,(R).

8. POTENCJAL ZEWNETRZNY I WEWNETRZNY
i Skoro catka po 9 i ¢ w (84) nie zalezy od @1 @, to wystarézy obliczy¢jadla ©® = 0,
co Jest tatwe. Dostajemy:

U~ E-Ai{arct} - 85)
e a gRs : ( |
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gdzie
o
gdﬁ ., ‘M
i = 4y i f{ ‘}dr_ (86)
0

22
Mozna spras NdZI". ze potencjat dany przez (85)

+ ——5 + —5 = 0, przy czym jest to jedyne rozwigzanie tego rownania zalezne tylkood

U
2 i speiniajace warunki brzegowe Uz== 0 oraz R?— — — G M.

0 dR R-w
ozZn4 ez }atWQ stwierdzi¢, ze rozklad gestosci (83) daje wspotogniskowe elipsoidy

jnko powierzchnie ekwipotencjalne takze wewnatrz badanego ciala. Wewnatrz mamy
1: owiem:

;AT ~3 ~2

o o” N\

g;zﬁw:7+~73}é:—wm6p, o (87)

VAt ooyt 327 ,
1jesti U, = Ui(r), to stad:

N , AP0 A4 / .

5 (= + u*}A»; y +2r—— (r? + a’cos 3) = —4nGp. (88)

{ ar- ar _i, .

rownanie (0 ma rozwigzania tylko wtedy, gdy zachodzi (83).

JW)”+Wm—WWm%— (89)

) = U. tzn. ze potencjal osiaga w $rodku elipsoidy maksimum. Stalg
ilezy dobrad tak, aby Ui(r,) = U,(r,).

e

na ;odsta wie (86) mozna (89) napisa¢ w postaci:

U, o= — é 7 “— I +U(0). (90)
/ ar

zdzie M) jest masa zawartg wewnatrz elipsoidy o mniejszej pélosi r'.

W ten sposdb okreslilismy calkowicie rozklad gestoéci masy i rozklad potencjalu w
przesirzent. ?o &%3 nam jeszcze rozwigzanie rownan Eulera dla okreélenia rozkladu
isnienia i du predkofci katowe]. W naszym przypadku rownania Eulera nie
dadzq sie sc a}koa: ac analitycznie, ale mozna latwo udowodnié, ze rozwiazanie istnieje.
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CROZKLADY GESTOSCI, CISNIENIA I PREDKOSCI KATOWE]J

N

Zakladamy, ze splaszczenie naszego obiektu jest spowodowane jego ruchem
wirowym wokot najkrotszej osi. Znaczy to, ze we wspoOtrzednych kartezjanskich
predko$c katowa materli ma kierunek osi z. Zakladamy ponadto, ze poszczegoine
elementy masy kraza po okrggach ze stalg w czasie predkoscia katowa w, lecz predkosci

predkosci kytowe] we wnetrzu naszego obiektu jest niezalezny od ¢ 1 od czasu, lecz
moze zalezed od 1. Pole predko$ci materii we wspotrzednych (r, 3, ¢) wyraza sig wigc
wzorami: .

dr ds
— == {} — = {’
di dr
(91)
dep
»?»— = w(r,93).
it
Stad dla kartezjanskich skladowych predkosci dostajemy:
ox
b= wo,
o
(:,7.\’
v =w—, (92)
oQ
v = 0.
o L o
Z tymi informacjami mozna tatwo sprawdzi¢, ze rOwnanie cigglosci a0 + > (pv')
/ i=1
= 0 jest spelnione tozsamo$ciowo, natomiast z rOwnania ruchu:
,P!Lff 3 .
L Uy = =T+ Y : (93) -
a5
dostajemy:~
.
2 pi .
[ S rsind - 4nGcosd L,
———C083p,, — ——— P, + 3 s f()dr’ =0, (94)
S ftry 7t +a“cost
0
r
, T cosd dnGr e o
w° = —p, + ———5-p, + - Sfur)dr (95)
5T fr)sin?d T (1 + @)t + a’cos? ‘
0

(mamy tu tylko dwa rownania, bo sktadowe i = 1 oraz i = 2 réwnan (93) okazujg sig
identyczne). Widac teraz, ze (94) jest rownaniem liniowym niejednorodnym na p i jako
takie ma rozwigzanie przy dowolnym warunku brzegowym dla r = r , za§ majac p
znalezione z (94) mozemy po prostu obliczy¢ w z (95).

[
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PokazaliSmy wige, Ze istnieje ciagly rozktad gestosci, ktorego powierzchnie
ckwipotencjalne sa wspoélogniskowymi elipsoidami obrotowymi. Ciato takie ma
pewne cickawe i pozadane wlasnosci, ma tez i pewne zaskakujace. Do tych pierwszych
nalezy fakt, ze w granicy a — 0 dostajemy z naszego rozwigzania wszystkie
konfiguracje sferycznie symetryczne, a nie tylko niektdre z nich. Ponadto, przy
usialonym a, w danym punkcie zewnetrznym potencjat zalezy tylko od masy Zrodla M,
a nie zalezy od jego rozmiaréw. Natomiast sita grawitacyjna w danym punkcie
wewnetrznym P jest okreslona przez mase zawarta wewnatrz powierzchni ekwipoten-
cjalnej E przechodzacej przez P. Sita wywierana w punkcie P przez mase polozona na
zewnatrz E jest rowna zeru, podobnie jak w przypadku homeoidu z twierdzenia
Newtona. Wida¢ to np. z (90): potencjat U(r) zalezy tylko od masy zawartej wewnatrz
elipsoidy o mnigjsze) polosi r.

Do wiasnosci zaskakujacych nalezy np. fakt, ze im glebiej we wnetrzu ciata znajduje
si¢ badana powierzchnia ckwipotencjalna, tym bardziej jest ona splaszczona, za$ dla r
= 0 powierzchnig ekwipotencjalng jest koto o promieniu a rozpiete na okregu

~ogniskowym elipsoid. Poniewaz za$ jedna z powierzchni ekwipotencjalnych jest

sewngtrzng powierzchnig ciala, wynika stad, ze im mniejsze rozmiary ma badane ciato
tym bardziej jest ono splaszczone.

Fakt, ze funkcja f(r) jest catkowicie dowolna, nadaje naszemu rozwiazaniu
0golnos¢, ktdra pozwala na uwzglednienie w nim szerokiej klasy rownan stanu, co jest
cecha bardzo pozadang. Zauwazmy przy okazji, ze dzieki dowolnodci funkcji f mamy
tu do czynienia ze=znacznym bogactwem mozliwych struktur wewnetrznych naszego
obiektu. Mimo to. jak wida¢ z (85), momenty multipolowe zewnetrznego pola
grawitacyjnego sa, przy ustalonym M, wyznaczone przez jeden tylko parametr a,
zatem istnieja miedzy nimi $cisle okre$lone wspotzaleznosci. Podobny fakt zachodzi
dla rozwigzania ¥ e rr a, co bylo podnoszone jako argument, ze zrédlo dla metryki

K'erra musi by¢ bardzo specjainego typu (Thorne 1971) Jak widac, jest to
argumentacja do$¢ zawodna.

Zauwazmy, ze gestos¢ dana wzorem (83), rozpatrywana jako funkcja zmiennej % na
dowolnej ustalonej powierzchni ekwipotencjalnej, osiaga swoje minima dla ¢ = 0 9

o

: . _ n s _
= 7,zas maksimum dla 9 = n/2.1jest w przedziatach ]0, ;[ oraz ];, 7[ monotoni-

czna. Zmienno$¢ p w kierunku r jest natomiast w znacznym stopniu dowolna. Mozna
zada¢ cowolny rozklad p(rj wzdluz linii § = 0 i kazdy taki rozklad spelni réwnania

ruchu i réwnanie ciagloéci, chociaz niekoniecznie spelni rozsadne réwnanie stanu.

Jezeli zazadamy, zgodnie z intuicyjnymi oczekiwaniami, aby p,. <0, to powierzchnie
stalego p bedg bardziej splaszczone od powierzchni stalego potencjatu. Beda one wiec
przecinaly powierzvchnig zewnetrzng ciata wzdluz okregow {r=r,% = const}. Wtedy
jednak funkcja p(r,3) ma osobliwo$¢ na pierscieniu ogniskowym elipsoid, {r = 0, 9
= m/2}.

Nie jest jasne, w jaki sposob mozna skonstruowaé na podstawie podanych tu
rozwigzan zrodlo dla pola grawitacyjnego K e rra w teorii wzglednosci. Bedzie to
przedmiotem dalszych badan. Sam fakt istnienia naszego rozwigzania jest jednak silng
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sugestia, ze pole grawitacyjne K e rr a powinno mie¢ zrédto zbudowane z cieczy
doskonale;.
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