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FIGURES OF EQUILIBRIUM

Part 1I
HOMOGENEOUS FIGURES
Abstract
The paper deals with exterior and interior grav1tat10nal fields of homogeneous
ellipsoids and of ellipsoidal thin shells. It contains the formulae for the potentials, the
reciprocity theorem for confocal shells of equal masses, and the Maclaurin’s theorem

(equal attractions of two confocal homogeneous ellipsoids of equal masses). Maclau-
rin’s family of homogeneous spheroids is briefly discussed.
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32 A. Krasiniski

Przypomnijmy na wstepie wyniki czgsci I pracy, na ktore bedziemy si¢ tu
powolywaé.

Definicja 1. »

Homeoidem nazywamy porcje¢ materii zawarta migdzy dwiema podobnymi (tzn.
jednoktadnymi) wspotérodkowymi elipsoidami, ktorej powierzchnie stalej gestosci sa
tez elipsoidami podobnymi do elipsoid ograniczajacych i wspolérodkowymi z nimi.

Twierdzenie 1 (Newtona).

Sita grawitacyjna w dowolnym punkcie jamy jednorodnego homeoidu jest rowna
zeru (tzn. potencjat jest tam staty). ‘

Teza twierdzenia Newtona jest prawidziwa rowniez dla niejednorodnego homeoi-
du.

Staly potencjat w jamie homeoidu jednorodnego jest rowny:

V= 2Gp(l—m)] rdo, (13)
S

gdzie: G — oznacza stala grawitacyjna, p — stala gesto$¢ materii homeoidu, m ~—
stosunek podobienistwa wewngtrznej powierzchni homeoidu do zewngtrznej (im < 1), 8
— zewnetrzna powierzchni¢ homeoidu, r — odlegtos¢ punktu na powierzchni § od
érodka homeoidu, do — element kata brytowego o wierzchotku w $rodku homeoidu.

Staly potencjal wewnatrz elipsoidalnej powtoki S o masie M i potosiach a,, a5, a;
wynosi:

= —G—M—— jrzdco. . (14)
4dna,aa; "

vV

Wielkoéé ¥, nazywana tu umownie potencjalem, jest rowna —@, gdzie & jest
prawdziwym potencjalem pola grawitacyjnego, ktory po pomnozeniu przez masg ciata
daje jego energi¢ potencjalna. Wielkosci V uzywamy, aby unikna¢ wielokrotnego
powtarzania znaku ” —".

Numeracja paragrafoéw, twierdzen i lematéw bedzie kontynuowana jako dalszy
ciag czgsdci L.

4. JEDNORODNE FIGURY ROWNOWAGI

Podamy teraz rozwiazania newtonowskich réwnan pola (Laplace’a i Poissona),
opisujace najprostsze jednorodne figury réwnowagi. Do tego celu bedziemy potrzebo-
wali znow kilku lematéw. We wszystkich lematach poczatek ukladu wspotrzednych
pokrywa sie ze srodkiem badanych elipsoid.

~Lemat 4
Dla elipsoidy S o potosiach ay, a,, a; zachodzi wzor:
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f
” Zdw = 2na1a2a3 f du/A d—? 2xl, | (15)

gdzie 4% = (a + w)(a3 + w(a3 + w).

Dowéd: Roéwnaniem elipsoidy we wspotrzednych sferycznych o poczatku w jej
srodku 1 osi biegunowej wzdluz poétosi a; jest:

1 sin290052¢ sin®3sinp  cos?9 - '
S = a + " G (16)

r R a as
Zatem:
. m/2 /2 . '
sind
2do = dg | do — : : : —. 17
Jfr do> = 8 f f ? sin®3(cos?p/a? + sin’p/a?) + cos®9/a3 (a7
s 0 0 A
Po podstawiéniu @ = arctg t calka wzgledem t daje elementarny wynik i
otrzymujemy: " '
n/2 | -1/2 -1/2
[[r?dw = 4n | d9sinS(sin’3/a? + cos?3/a3) X (sin*3/a3 + cos?9/a3)
5 0 (18)

Te catke przeksztalcamy do postaci (15) przez podstawienie 3 = arctg \/ﬁ/ag,.
Zauwazmy, ze wynik (15) nie zalezy od faktu, iz 0§ biegunowa uktadu sferycznego
wybraliSmy wlasnie wzdtuz poélosi a;, mogliémy ja wybra¢ wzdtuz dowolnej innej
pdlosi elipsoidy S (gdyby o$ uktadu sferycznego nie pokrywala si¢ z zadna osia
elipsoidy, rachunek bytby bardzo skomplikowany).

Lemat 5.

Niech [; (i = 1, 2, 3) beda sktadowymi jednostkowego wektora o kierunku wektora
wodzacego punktu na powierzchni S elipsoidy (tzn. l; sa cosinusami kierunkowymi
punktu na pow1erzchn1 S). Wtedy:

[Jr*i}do = 2na? A, | . (19)
s -

oo}

def
gdzie: A4; = a1a2a3f

0

du

daF+ ) .

Dowéd: Zal6zmy, ze o biegunowa uktadu sferycznego pokrywa si¢ z kierunkiem
polosi a; elipsoidy, i rozpatrzmy skladowa i = 3 réwnan (19). Wtedy I; = cos9 i

3 — Postepy Astronomii 1. X XI1X, z. 1




34 A. Krasinski

wyrazenie [ [r?cos?$dw rozni si¢ od (17) tylko dodatkowym czynnikiem cos*3 w
funkcji podcatkowej. Nie wplywa to na calkowanie po ¢, zatem poszukiwany wynik
dostaniemy dopisujac czynnik cos?9 pod catka w (18). Ale gdy 9 = arctg \/a/a3, to
cos?9 = a?/(a? + u),dostajemy wiec (19)dlai = 3.Sprawdzeniedlai = 2orazi = 1
wykonujemy wybierajac o§ biegunowa kolejno wzdtuz polosi a, 1 a;.

Lemat 6.

= (21)
I 1 oI
= 2
A a? @ oa;’ (22)
3 .
Y o4 =2, (23)
i=1
. ol
42400 — a3 24
§£ r*lido = na; e, (24)

Dowéd: (21) dostajemy wykonumc sumowanie po i w (19), pamigtajac przy tym, ze

lle

= 1, i poréwnujac wynik z (15).

(22) dostajemy po prostu w oparciu o definicje I 1 4;.
“Aby otrzyma¢ (23) zauwazmy, Ze:

1dd 13 1
T ) 25
Adu 2 ,-;1 al +u | : (25)
Zatem
3 F1/72 1 [ 144
izzl Ai = a1a2a3 J‘ Z (izzl aiz + u)du - 2&102a3 J _‘5 _d— 2.
0 0

W celu udowodnienia (24) zrézniczkujmy (15) po a;:

" [ Oor ol
=. T— ' 26
J Jr oa dw I8 3, (26)

S

Zauwazmy teraz, ze (16) jest rOwnowazne:
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3 .
5= 2 7 ‘ | | 27

~
I
—

Q

Zr6zniczkujmy wigc (27) po a;. Dostajemy:

12
=3 (28)
5a,- a? : ;

Podstawiajac to do (26) otrzymujemy (24).
Teraz mozemy udowodnié¢

Twierdzenie 3.
Potencjal w punkcie {x;} wewnatrz elipsoidy o pélosiach a,, a,, a; wypelnionej
ciecza jednorodna o ggstosci p wynost:

V=mnGp( — i A; x2). - (29)

i=1

Dowéd: Niech R oznacza wspotrzedna radialna biezacego punktu Q na elipsoidzie
wzgledem punktu P = {x;}, za$ l; — wersor rownolegty do kierunku PQ zaczepiony w
srodku elipsoidy. Punkt Q lezy na elipsoidzie, gdy:

i (’ﬁi’iﬁ)z ~ 1 ‘ | 00

i=1 q;

Rozpisujac (30) i korzystajac z (27) dostajemy:

2
i

Xil —1=0 (31)

R2 3
= + 2R ZT

l=

1

[\/] w
8%

i=1

Wartosci R, ktore sa pierwiastkami tego rownania, okreslaja wspolrzedne radialne
wzgledem punktu {x;} tych punktéw na elipsoidzie, ktore leza w kierunkach +1 oraz
~Tod {x;}. Oznaczmy je R, i R,. PoprowadZmy przez punkt P = {x;} pek prostych
lezacych na pobocznicy kata brytowego dw. Pek ten wycina z wnetrza elipsoidy dwa
kliny stozkowe, ktore daja przyczynek do potencjatu w punkcie P réwny:

| 1
4V = 2 Gp(R} + R3)dw (32)

(por. dowdd lematu 1 w czesci I). Calkuja,c po pelnym kacie brylowym (po calej
elipsoidzie S) pokrywamy powierzchni¢ § dwukrotnie, zatem:
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1 ‘ ~
V=7Gn [ (R + R})do. (33)
S : .

Ale skoro R, i R, sa pierwiastkami réwnania (31), to w (33)

1 3 x,l, 2 ‘ S xl2 . _
V=300 f”in“ (:-; Zz—) +r (1 - i; ;iz—>]dw - >
A s

Wielkosci x;, a; nie zaleza od zmiennych calkowania, natomiast, jak mozna tatwo
sprawdzi¢, dla i # j;

| r*lldo = 0.
S . "

Zatem w (34) mamy:

212 3 x;
—Gp fﬂ:h o + r ( - ) a—'z):ldw. | (35)
= |

Z pomoca (24). oraz (15) dostajemy teraz:

V= nGp[I + Z (i aé‘; 12) x,z] ' | (36)

a;

Na podstawie (22) otrzymujemy stad (29), c.b.d.o.

Definicja 2 _

Rozwazmy dwie elipsoidy E, i E, o potosiach odpowiednio (a,, a,, a3)i (b, b, bs).
Punkt X; potozony na elipsoidzie E, nazywa si¢ odpowiednim do punktu X, na -
elipsoidzie E,, gdy:

X. X
— =1 i=1223
a; bi’l .

Yatwo widag, ze dla dowolnej pary elipsoid kazdy punkt na jednej z nich ma swoj
punkt odpowiedni na drugiej. -

Twierdzenie 4
Rozwazmy dwie wspétogniskowe powloki elipsoidalne o rownych masach, E, i E,.
Niech E, lezy wewnatrz E, i niech punkty Pi P’ beda odpowiednimi punktami na E, i
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punkc1e P. i

Dowdd: Nieskoniczenie cienka powloka o skoriczonej masie moze byé opisana
rozktadem gestosci materii proporcjonalnym do funkcji 6 Diraca, ktérej argument
zeruje si¢ na powloce. Zatem powloka E, o ksztalcie elipsoidy o réwnaniu:

2 2 2
57 yz 7 = 1 (37)
b b3 b3

wytwarza w punkcie (X, Y, Z) potencjal:
V= Gp m dxX'[(X —x) + (Y=y) + (Z=2)P]7 12
_ 12 2 . Zi2
X 5( b ig tr o 1), | | (38)

gdzie: p jest stala o wymiarze gestosci masy, za§ V — dowolﬁym obszarem
zawierajacym E, calkowicie wewnatrz. Oznaczmy:

M

| 3
2nb1b2b3, ( 9)

p =
gdzie M jest teraz stalg o wymiarze masy. Taki wybdr wspotczynnika proporcjonal-
nosci miedzy pi M zapewnia, ze M jest masa zrodta pola przy przejéciu granicznym do

rozkladu sferycznie symetrycznego.
Dokounldc m (38) SYWISUA SWICUUACY:

L [F Ll _a_cl;_:_ ~ %;)Jm’ | | | (40)
2 yl2 2
tzn.F-—b%+E+b§ 1,
dos‘tajemy: .
GM

V=2

ffjdx dydF{(X =x)? +(Y=y)? +[Z z’(F)]?}”’Z’%é(F) 41

y/2 -1/2
4nbb2fj‘dxdy<‘ bZ_E) 8
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) . x'2 yr2 1/272) —1/2
1 2

Analogiczna metoda mozemy stwierdzi¢, ze powloka E, o rownaniu:

x2 2 Z?. _
St =1 | 43)
ajy a;, aj :

wytwarza w punkcie (X', ¥, Z’) potencjal:

2\ —1/2
V= J‘dedyl———~> X
47ra 145

Joe—a +ropp | z-a(1-% - y—)/]}” (44)

ai as

Jesliteraz (X, Y, Z)i(X', Y’, Z') sa odpowiednimi punktami potozonymi, OdeWlednlO
na powlokach E, i E,, to:

X Y Y Z A

a, by’ a, by a; by’

przy czym (X, Y, Z) spelnia réwnanie (43), za$ (X', Y, 7 ) spelnia réwnanie (37).
Ponadto powlokl E, 1 E, sa wspblogniskowe, wiec:

a; —a? =b3 — b3, a3 —a® = b2 — bf ' , . (46)

Przy uzyciu (45) i (46) mozna teraz sprawdzié, ze V = V' Rachunek jest prosty, lecz

dos¢ dtugi, wigc pominiemy go. W ostatnim kroku rachunku nalezy w (42) dokonaé
zamiany zmiennych:

X o=ty =2y (47)

Wniosek: Powierzchniami ekwipotencjalnymi na zewnatrz nieskoriczenie
cienkiego homeoidu sa elipsoidy wspdtogniskowe z nim.

Dowéd: Wynika to latwo z twierdzenia Newtona i twierdzenia 4: skoro wewnatrz
powloki E, potencjat jest staly (twierdzenic Newtona), to jest réwniez staly na
powierzchni E,, lezacej catkowicie wewnatrz E,. Dla kazdego punktu P’ lezacego na E,
istnieje punkt P lezacy na E, taki, Zze potencjal w P’ od E . jest rtéwny potencjatowi w P
od E,. Ale potencjaly od E, sa rowne na E,, zatem takze potencjaly od E,saréwne na
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E,. Poniewaz E, jest dowolna elipsoida wspotogniskowa z E,, potencjal E, jest staly na
wspotogniskowych elipsoidach, c.b.d.o.

Twierdzenie 5.
Potencjal powtoki elipsoidalnej o masie M i pdlosiach a, a,, a; w punkcie {x;} na
zewnatrz niej jest rowny: :

x

V= %G M J du/[(a? + w)(a3 + w)(a3 +uw)]"?, | » (48)

Y3
gdzie 7 jest najwigkszym pierwiastkiem rownania:
2
Xi

2 -
i=1 a; + 2

DM e

-1 (49)

zwanym wspolrzedna elipsoidalna punktu {x;} (4 — const. na elipsoidzie przechodza-
cej przez {x;} i wspotogniskowej z nasza powloka). Zastrzezenie, ze 4 jest

najwiekszym pierwiastkiem (49) oznacza, ze wszystkie trzy mianowniki w (49)
sa dodatnie, zatem punkty {x;} spetniajace (49) przy ustalonym /. leza rzeczywiscie na
elipsoidzie. Inne wartosci 4 wyznaczone przez (49) daja, ze wzgleduna x, y iz, rOwnania
hiperboloidy jednopowlokowej i hiperboloidy dwupowlokowej.

Dowéd: Szukany potencjat jest rowny potencjalowi wewnatrz elipsoidy przecho-
dzacej przez {x;} i wspotogniskowej z badana, zgodnie z twierdzeniem 4. Niech owa
wieksza powloka ma pétosie a'y, a',, a'5. Jej potencjat wewngtrzny, zgodnie z (14) 1 (15),
wWynosi:

V= %G M f du'/[(a? + u)(a? +u)a3 +u)]"2 | (50) |
0

Ale a? = a? + 4, gdzie A musi spetnia¢ réwnanie (49). Zmieniajac wigc zmienng
podcatkowa w (50) na u = v’ + /A otrzymujemy (48), c.b.d.o.

W oparciu o wzory (48) i (49) mozna teraz latwo sprawdzi¢, ze powierzchniowy
rozklad gestosci materii na powtoce nie jest jednorodny, jak bylo powiedziane w
zakonczeniu czgsci 1. Jest on dany{wzorem:

o[£ (2T (8T

gdzie znaczki + i — oznaczaja wartosci odpowiednie] wielko§ci na powloce S
otrzymane przy zblizaniu si¢ do niej, odpowiednio od zewnatrz i od wewnatrz.

bl
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Potencjat wewnatrz powloki jest staly, zatem STV, = 0, zas %::
. i|- i
(48 —49).

Zauwazmy, ze twierdzenie 4 pozostaje prawdziwe, jesli zamiast méwié¢ o powto-
kach o zerowej grubosci i uzywaé rozkladu gestosci opisanego funkcja & Diraca
bedziemy moéwié o infinitezymalnie cienkich warstwach materii, ktorej gestosé jest
stata na kazdej z dwu warstw. Rowno$é mas warstw oznacza wtedy po prostu réwnoéé
iloczynéw (gestoéé w punkcie warstwy )- X (powierzchnia warstwy) x (infinitezymal-
na grubo$¢ warstwy). W tym przypadku (40) opisuje po prostu zamiane zmiennych z
— F pod catka. Dla otrzymania wzoru na przyczynek od takiej warstwy do potencjatu
nalezy zastapié w (41) M z powrotem przez 2rnpb,b,b,, gdzie p jest stale w warstwie, i
pominac funkcje § pod catka. Zmienna %, ktorej bedziemy dalej uzywali, wiaze siez F
rownaniem: '

mozna obliczy¢ z
+

F=y -1 | | ' 51)

W zwiazku z tym réwniez Wniosek z twierdzenia 4 zachowuje prawdziwo$é dla
warstw infinitezymalnych, zas wzor (48) z twierdzenia 5 wymaga jedynie modyfikacji
polegajacej na zastapieniu masy skoriczonej M masa infinitezymalna proporcjonalng
do grubosci warstwy, ktora za chwilg obliczymy. Potencjal na zewnatrz elipsoidy
wypelnionej zwyktym, tréjwymiarowym rozkladem materii otrzymamy wtedy sumu-
jac przyczynki od infinitezymalnych warstw, czyli catkujac (48) po parametrze
numerujgcym poszczegdlne warstwy. Udowodnimy w ten sposéb:

Twierdzenie 6. :
Potencjat w punkcie {x;} na zewnatrz jednorodne;j elipsoidy o pétosiach a,, a,, as i
gestosci p jest dany wzorem:

| du 3 x? '
V= nGp‘alazaz,f —A—(l — Z -I—u)’ (52)

2
Ci=1 a;

i

gdzie 4 jest dane przez (15), za$ £ jest najwigkszym pierwiastkiem réwnania (49).
Dowéd: Obliczmy najpierw mase warstwy jednorodnej o gegstosci p, zawartej
migdzy dwiema podobnymi elipsoidami, z ktérych jedna powstaje przez powigkszenie

elipsoidy o pétosiach (a,, a3, a3) w stosunku y za$ druga — przez powigkszenie tej same;

elipsoidy w stosunku (y + 4 x)- Masa wigkszej elipsoidy wynost M, = gn_p(x

+ 4Y)%a;a,a;, masa mniejszej wynosi M, = 3P x°a,a,a;. Zatem masa warstwy

wynosi AM = 3P A1a2a; [(x + 42° — ¥3]. Je$li warstwa ma grubo$¢ infinitezy-

malng dy, to jej infinitezymalna masa wynosi:



Figury réwnowagi 41

dM = 4mpajaas y’dy | ~ . (53)

i wobec tego zamiast (48) mamy teraz:

dV = 2nGpa,azazdy | du/[(xa? +u)(x2a} + w)(y2a2 + u)]V? (54)
AQx)

jako przyczynek do calkowitego potencjatu od jednej warstwy infinitezymalnej oraz:

. ) . . _
dv : : ,
(4] .

jako potencjat calej elipsoidy. (Do tego samego wzoru doszliby$my wychodzac z (13)
zapisanego dla powierzchni 1nﬁmtezymalme bliskich powstajacych przez p0w1@kszeme ,
danej w stosunkach odpowiednio x i ( x+d x) oraz korzystajac z (15) przy uwzglqdnle-' .
niu a; - ya;).
Catke w (54) mozna przeksztalcw do dogodnlej sze] postaa Przypomnljmy, ze /(x)
Jest najwiekszym plerw1astk1em rOwnania: -
x* y? z?
2 2 5 + 2 27 -+ 2.2 W
xoay+ 4 xoas + 4 xas+ 4

=1 | (56)

Do‘konajmy_ teraz w (54) zamiany zmiennych:

u =yt | (57)

Wtedy z (55) dostajemy:
1 x .
V = 2nGpajaya, | xdy | dt/[(a] + t)(a3 + t)(a3 + 1)]*3, ‘ (58)
0 s

gdzie s = /(y)/x* spelnia réwnanie:

x2 % 22 ,

faEs T -t (59
ai+s " ats alts | (59)

i jest jego najwiekszym pierwiastkiem. Zwiazek (59) okresla jednoznaczna zaleznosé

migdzy y i s, zatem mozemy przejsé do zmiennej s w pierwszej calce w (58) ‘Wtedy:

2 )2 52
V = 2nGpa,a,a ds + + X
| pa1d243 [(af+s)2 (a2 + 5)? (a§+s)2J

QQ_.__}R
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X ? dt/[(a? + 1)(a3 + t)(a% + ]V?, (60)

gdzie o jest teraz pierwiastkiem (59) (jako réwnania na s) przy y = 1, tzn.
pierwiastkiem (49) (jako réwnania na ). Catkowanie wzgledem s mozna wykonaé
przez czgsci. Korzystamy przy tym z faktu, ze dla s = o spelnione jest (49) (przy
podstawieniu ¢ = /), za$ dla s — oo catka po t w (60) dazy do zera. W wyniku
otrzymujemy sume¢ dwu calek. Zmieniajac w nich nazwy parametréw ¢ na u orazsnaui
pamiigtajac, ze o jest najwigkszym pierwiastkiem (49) ze wzgledu na 4, czyh o = 4,

estajemy (52), c.b.d.o.

Zauwazmy, ze powierzchnie ekwipotencjalne potenqalu (52) nie sag
elipsoidami (4 zalezy od x,!).

Ze wzoru (5%) mozna fatwo odczytaé:

Twierdzenie 7 (Maclaurina).

Niech E, i E, beda wspdlogniskowymi jednorodnymi elipsoidami o rownych
masach. Sity przyciagania E, i E, sa jednakowe w kazdym punkcie przestrzeni na
zewnatrz obu elipsoid (tzn. sa réwne jako wektory).

Dowod: Wystarczy obliczy¢ gradient potencjalu danego przez (52) dla dwu
wspotogniskowych elipsoid o osiach g; oraz b; = (a? + W%, i = 1,2,3, 4 = const.
Rownos¢ mas oznacza réwnosé 1loczynow Pa018,03 = pyb, b2b3

Podany tu dowod twierdzenia 6 jest oparty na podreczniku Webstera
(1949). Dowod Chandrasekhara (1969), w najistotniejszych fragmentach
przepisany od R amseya (1961), zawiera jawny blad (sita grawitacyjna w danym
punkcie przestrzeni ma tam zaleze¢ tylko od odlegtosci danego punktu od pewnego
wybranego punktu na powierzchni elipsoidy).

Majac dane wzory na potencjal wewnetrzny (29) i zewngtrzny (52) dowolnej
jednorodne;j elipsoidy, mozemy tatwo uzupelni¢ brakujace jeszcze elementy pelnego
rozwiazania, tzn. rozklad ci$nienia wewnatrz elipsoidy oraz warto$¢ predkosci katowej
Q, przy zaloZeniu, Ze cala elipsoida wiruje jako ciato sztywne wokoét osi o kierunku
potosi a; (zaktadamy, Ze jest to najkrotsza potos). Przy tych bowiem zatozeniach pole
predkosci materii w elipsoidzie dane jest przez: :

= (Q X r)ia
czyli v, = —Qy, v, = Ox,0, = 0, (61)
i wtedy rownania ruchu Eulera:

ov; 3 1 dp oV
o " kgl W = pox; " 0x;

(62)

daja fatwo nastgpujacy wynik:




Figury réwnowagi 43

1 R '
plp =V + EQZ(xz + yz):ﬂ—» const. (63)
b x2 y2 2
Z zalozenia, powierzchnia nasze] elipsoidy dana jest réwnaniem —; + 2 T ~5
4 ajy 2 aj

= 1. Zadajac, aby p = 0 na tej pow1erzchn1 1 znajac V dane przez (29) mozemy stad
wyznaczy¢ zaleznos¢ miedzy € a parametrami elipsoidy. Jest to catkiem tatwe w

przypadku elipsoid obrotowych splaszczonych. Wtedy mamy bowiem a,

d f
= a, ° = | > azidlal oraz 4; znajdujemy z (15) i (20) wyrazenia elementarne

21
= % arctg(el/as),

' a; el  ad} ,
Al = A2 = Ie arctg —'; — ﬁ, (64)
Ax = 2 (1 @ arct el ;

3T 2 le & as)

def o tin e .
gdzie e - (P — a3)"?/l jest mimosrodem elipsoidy.

Réwnanie p = 0, jesli ma byC spetnione dla wszystkich x, y, z na powierzchni
elipsoidy, jest rownowazne trzem rownaniom: musza znikaé wspotczynniki przy x2, y?
oraz wyraz wolny; z? eliminuje si¢ za pomoca rownania elipsoidy. Dwa réwnania sa
identyczne, trzecie wykorzystujemy do eliminacji statej dowolnej, ktora pojawita sie w
(63), 1 dostajemy:

a3 3—-2e% 3 : 6 .
=2(A1 : A3 12 =2—=—/1-e arcsme—.?(l—e). (65)

€

QZ
nGp

W tej ostatniej postaci wzor powyzszy zostal wyprowadzonyprzezM aclaurina
w1742r. (Maclaurin 1742, odsytaccwgChandrasekhar 1969), w
oparciu o argumenty analogiczne jak u Newtona, tzn. o postulat rownowagi shupéw
ptynu w kanatach wywierconych przez Ziemie. _

Zauwazmy, ze granice Q = 0 mozna osiagnaé we wzorze (65) na dwa sposoby: albo
jako e = 0, tzn. przejscie do sfery, albo jako e = 1, tzn. przejscie do figury plaskiej.
Skoro 2 = 0 odpowiada dwu wartosciom e, za$ funkcja Q(e) dana przez (65) jest
ciagla, to rowniez dla pewnych Q > 0 powinny istnie¢ dwie wartosci e spelniajace (65).
Poniewaz funkcja Q(e) jest, jak widac, przestgpna, analityczne badanie réwnania (65)
jest bardzo trudne. Badanie to przeprowadza si¢ raczej za pomoca komputera.
Okazuje sig, ze po dwie wartosci e istnieja dla kazdego Q, przy ktérym Q2/nGp
< 0,449331. Przy tej granicznej wartosci, ktéra odpowiada e = 0,92995
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(Chandrasekhar 1969,s.80), funkcja Q(e) os1aga maksimum. Dla wigkszych
Q figury rownowag1 rodziny (64) nie istnieja.

Nie bedziemy si¢ wglebiali w analogiczne rozwazania dla elipsoid Jacobiego.-
Dedekinda i Riemanna, bowiem, chociaz ciekawe, sa ane dtugie i wydtuzylyby artykut
ponad dopuszczalne granice. Wyniki i szczegély tej analizy mozna znalezé u
Chandrasekhara (1969).
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