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A. Krasiriski, M. Perkowski

SYMBOLIC ALGEBRAIC COMPUTER PROGRAMS
Part |
THE LISP PROGRAMMING LANGUAGE

ummar
S y ?

The paper describes the role of computers applied to symbolic algebraic formulae manipula-
tion in physics and astronomy. In the present first part of the work the 1.ISP programming
language is described on an clementary level as an example of a symbol manipulation language.
Its application to algebraic caleulation is shortly described.

1. WSTEP

Obliczenia dokonywane za pomoca komputeréw przeszly ewolucje analogiczng do ewolucji
matematyki uprawianej bezposrednio przez ludzi. Zanim wynaleziono algebre, ludzie umieli
przez kilka tysigcy lat rachowad jedynie na liczbach. Podobnie komputery elektroniczne przez
pierwszych kilka lat swojego istnienia stuzyly wytacznie do rachunkow numerycznych.
Powstate od tamtej pory wyspecjalizowane jezyki rachunkdéw numerycznych umozliwiaja dzis
pisanie bardzo pomystowych, wyrafinowanych matematycznie programéw, ktére, niestety,
maszyna moze realizowac tylko po podstawieniu danych liczbowych pod wszystkie symbole.
Jest to sytuacja analogiczna do tej, ktéra panowata w matematyce p6Znego Sredniowiecza, gdy
ludzie umieli juz formutowad pewne twierdzenia o tresci algebraicznej, lecz czynili to za
pomocy stownych opiséw operacji, ktére nalezy wykonaé¢ na danych liczbowych. Wszyscy
wiemy, ile zawdzigczaja rachunkom numerycznym niektére dziedziny fizyki i techniki i nikt
rozsagdny nie bedzie tych osiagnigé negowat, lecz do wielu celéw rachunki numeryczne s
niewystarczajgce i moga dostarczy¢ zaledwie namiastki potrzebnego wyniku (przyktad: przez
numeryczne catkowanie réwnan ruchu Newtona dla dwu ciat oddziatujacych grawitacyijnie
nigdy nie dowiedzieliby$Smy sie, ze ich orbity powinny byc¢ krzywymi zamknietymi.
Mogliby$émy tylko z coraz wieksza doktadnoscig stwierdzaé, 26 w granicach bt edu
rachunku s3 one zamkniete. Dla celdw »-praktycznych” bytoby to moze wystarczajace,
lecz o ile ubozsza bytaby nasza wiedza, gdyby problem ten nie by} rozwigzany analitycznie!).
Z drugiej strony w wielu dziedzinach nauki wystepuja rachunki symboliczne, ktdre s3 czysto
algorytmiczne, tzn. przebiegaja wg scisle ustalonego schematu i nie wymagajg twdrczego
myslenia, lecz tylko wielokrotnego stosowania tych samych regul rachunkowych do coraz
bardziej komplikujacych si¢ wyrazeri. Typowym przyktadem takiego rachunku jest liczenie
tensor6w Riemanna i Ricciego w teorii wzglednosci. Jest to zajgcie bardzo czasochtonne i
wymagajace duzej niezawodnosci rachunkowej, ma wiec wszystkie cechy zadania dla
komputera. '
Pierwsze programy do obliczeri symbolicznych (programy rézniczkujace) zostaty stworzone,
niezaleznie od siebie, juz w 1953r. (Kahrimanian 1954; Nolan 1953). Byty one
pisane w jezykach wewngtiznych maszyn. Programy symboliczne moga by¢ réwniez w- zasadzie
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pisanc przy uzyciu jezyka programowania numerycznego, np. FORTRANu, jest to jednak
zadanie trudne i uciazliwe, totez poczynajac od potowy lat piecdziesiatych powstato scereg
jezykow przeznaczonych specjalnie do obliczen symbolicznych. Najwigksze sposrod nich
znaczenie ma jezyk LISP  (skrot. od LISt Processor), opracowany przez Johna
Mc Carthy’ego oraz implementowany pod jego kierownictwem w M.LT.
(Mc Carthy i inni 1962). W oparciu o jezyk LISP powstaty setki programow i prac
teoretycznych, dotyczacych teorii programowania, obliczen symbolicznych w  réznych
dziedzinach nauki, badan nad jezykiem naturalnym, sztucznej inteligencji i robotyki, logiki
matematycznej, automatycznego dowodzenia twierdzeri i grafiki komputerowej. Podstawowa
zaleta LISPu jest wielka uniwersalnosc, pozwalajaca uzytkownikowi na tworzenie w zasadzie
dowolnego nowego jezyka, struktur danych i mechanizmdw obliczeniowych, a przy tym jego
wzgledna prostota i podobierstwo niektérych konstrukcji do uzywanych w matematyce.
Zalety te okupywane s3 stosunkowo niewielkg efektywnoscig i nietypowa notacja, totez
obecnie z LISPem konkuruje na polu obliczen symbolicznych kilkanascie innych jezykow,
m. in. opartych o FORTRAN.

W dalszym ciagu artykutu bedziemy zajmowaé si¢ tymi zastosowaniami programowania
symbolicznego, ktore nazywane s3 obliczeniami algebraicznymi®. Zastosowania te maja obecnie
najwigksze znaczenie w fizyce i naukach pokrewnych i dotycza wszelkiego rodzaju dziatan
(symbolicznych i numerycznych) w klasach wyrazen symboliczriych nad cialem liczb
wymiernych, liczb rzeczywistych lub zespolonych oraz funkcji i operatoréw na tych ciatach.
Nie wspominamy tu o wykorzystaniu programowania symbolicznego w samej matematyce:
algebrze abstrakcyjnej (teorii grup, cial, pierScieni itp.), geometrii wielowymiarowej,
nieeuklidesowej, topologii, teorii liczb i logice matematycznej, ani o zastosowaniach
algebraicznych dotyczacych innych struktur algebraicznych (np. teorii grup w fizyce, cial
Galois w teorii sterowania, czy algebry Boole’a w  teorii automatow). Czytelnika
zainteresowanego tymi zagadnieniami odsytamy do bibliografii opublikowanej pizez
Sammet (1968).

W tym samym czasie, gdy powstal LISP i wkrétce potem, pojawila si¢ seria nowych
programéw wykonujacych obliczenia algebraiczne dla potrzeb elektrotechniki teoretycznej
(Goldberg 1959), mechaniki nieba (Gerard i in. 1965), teorii wzglednosci
(Walton 1965, Fletcher iin. 1967)i elektrodynamiki kwantowei (Hearn 1966).

Pierwsze programy byly z wielu przyczyn ktopotliwe w uzyciu. Niekt6re z nich mialy te
samg wade, co niewprawny rachmistrz: nie umiaty skutecznie wykonywac skracania przy
mnozeniu i redukcji przy dodawaniu. Produkowaty wigc wyniki poprawne, ale niepotrzebnie
skomplikowane, co w trudniejszych przypadkach prowadzito do ,,zatkania” calej pamigci
maszyny. Czesto wymagaty tez wprowadzania danych zapisanych w specjalnej notacji jezyka
programowania i w tej samej notacji wyptowadzaty wyniki. Jedng z takich notacji
przedstawimy w artykule; jest ona wprawdzie logiczniejsza od matematycznej, ale bardzo
nieczytelna dla nieprzyzwyczajonego uzytkownika. Nieczytelno$¢, bedaca wspolng cecha
wszystkich notacji programowych, sprawia, ze wyniki wymagaja automatycznego
przettumaczenia lub przepisania na notacjg matematyczng. Przepisywanie bardzo zlozonych

*Przyjeta juz nazwa ,algebraic computing” jest nieco mylaca, gdyz obejmuje nie tylko operacje
algebraiczne jak dodawanic i mnozenie, lecz réwniez operacje takie jak rézniczkowanie i catkowanie;
natomiast jest stosowana tylko do dziatan w niektdrych strukturach algebraicznych.



206 A. Krasiniski, M. Perkowski

wyrazen z jednej notacji na druga byto nadzwyczaj uciazliwe i stwarzato nie mniej okazji do
popetnienia btedu niz sam rachunek. Z tego powodu korzystanie z pierwszych programéw
byto nieraz ze strony uzytkownikd aktem poswiecenia dla przysztego rozwoju tej dziedziny
programowania.

Doswiadczenia zebrane w ciggu kilkunastu lat sprawity, Ze obecnie dziata kilkadziesigt
wygodnych w uZyciu programéw, wykonujgcych rozmaite wyspecjalizowane rachunki
algebraiczne w matematyce i naukach przyrodniczych, oraz kilka systeméw obliczen-
algebraicznych ogdlnego przeznaczenia. Ich rozpowszechnienie napotyka jednak pewne
przeszkody techniczne. Programy te wymagaja maszyn o duzej pamigci i szybkosci, a ponadto
czgsto nie moga by¢ w prosty sposéb przenoszone z maszyny na maszyng¢, gdyz wymagaja
specjalnych jezykéw bazowych, ktdre bywajg niedostepne na innych maszynach niz ta, dla
ktdérej program byt pisany, lub dostgpne w odmiennym wariancie. Systemy oparte o
FORTRAN s3 stosunkowo }atwe do przenoszenia, gdyz wiele maszyn posiada translator tego
jezyka, lecz napisanie programéw symbolicznych w LISPie jest mniej pracochtonne niz
utworzenie najpierw je¢zyka programowania symbolicznego opartego na FORTRANie czy
ALGOLu, a nastgpnie napisanie w tym jezyku programéw wyspecjalizowanych. Obydwa
rozwigzania pociagaja za sobg kilka do kilkunastu miesigcy wytezZonej pracy i niezbyt wielu
ludzi ma ochote podejmowaé ten wysitek.

W Polsce, poczynajac od 1968 1., opracowano kilka translatoréw jezyka LISP: na
Uniwersytecie Warszawskim, Wojskowej Akademii Technicznej i Politechnice Poznariskiej. Nie
dysponowano jednak maszyna o wystarczajacej szybkosci i pamieci, za$ w $rodowisku
potencjalnych uzytkownikéw brakowato inform{acji. Te przyczyny sprawity, ze bardzo
pozyteczne narzgdzie pracy nie zostato wykorzystane w praktyce do obliczeri algebraicznych.

Nowa szansa pojawita si¢ w roku 1973, gdy uruchomiona w Instytucie Badar Jadrowych w
Swierku maszyne CDC CYBER 73, dostgpnag dla bardzo szerokiego grona uzytkownikow,
wyposazono w jezyk LISP. W nastepstwie tego powstata mata grupka ludzi zajmujacych sig
nim do réznych celéw zawodowych. Szczeéliwym zbiegiem okolicznosci jeden ze specjalistow
od LISPu, wspdétautor niniejszego artykutu (M.P.) byt szkolnym kolegg jednego z
relatywistow, drugiego autora (A.K.). W tych warunkach nawigzanie wspdtpracy nie
przedstawiato wigkszych trudnosci. Podjelismy dziatalnoé¢ w dwéch kierunkach.
DowiedzieliSmy si¢, ze od roku 1969 dziata na podobnej maszynie CDC na Uniwersytecie w
Londynie program CLAM, napisany przez d'Inverno i Russell-Clarka

(d'Inverno 1975), liczacy lewa strone réwnari Einsteina. Poniewaz autorzy wyrazili w
swoich publikacjach gotowos¢ wystania programu nagranego na tasmie, poprosiliSmy ich o to i
w maju 1977 r.otrzymalismy nagranie od dra Johna Packera z Computer Unit przy King’s
College w Londynie®. Program ten dziata juz na maszynie CDC w systemie CYFRONET.
Osoby, ktdre chciatyby wykorzysta¢ program CLAM mogg otrzymac od autoréw niniejszego
artykutu instrukcje korzystania z niego (d’Inverno i Russell-Clar k, brw).
Réwnoczesnie postanowilismy napisaé w jezyku LISP nasz wiasny program, wyliczajacy
tensory krzywizny wg algorytmu stosujacego rachunek form zewnetrznych. Program ten, o

¥Zdajemy sobie sprawe z tego, ze pp. dInverno i Packer nie przeczytaja niniejszego artykutu,

pragniemy jednak wyrazi¢ im nasza wdzieczno$é, poniewaz stali si¢ dobroczyricami ,,polskiej szkoty teorii
wzglednosci”. *
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nazwie ORTOCARTAN, zostal juz uruchomiony, za$ obecnie znajduje si¢ w fazie
optymalizacji. Ma on pewne dodatkowe mozliwosci w stosunku do programu CLAM. By¢ moze
napiszemy o nim doktadnie przy innej okazji.

Mozliwosci zastosowarn programéw algebraicznych w fizyce i naukach pokrewnych s3a niemal
nieograniczone, lecz w catym $wiecie zbyt mato znane i wykorzystywane. ChcielibySmy w
naszym artykule zaznajomic¢ wszystkich potencjalnych uzytkownikéw takich programow z
jezykiem LISP oraz zwrdci¢ ich uwagg na korzyéci wynikajace z nowego, obok rachunkdéw
numerycznych i sterowania aparatura, zastosowania komputeréw w nauce. Pierwsza czesc
artykutu bedzie poswigcona tym elementom jezyka LISP, ktore bywaja przydatne przy
korzystaniu z programéw obliczen symbolicznych, za§ w czesci drugiej omowimy przyktady
zastosowan (juz dokonanych oraz mozliwych przysztych) jezykéw programowania
symbolicznego w fizyce i astronomii.

2. JEZYK PROGRAMOWANIA LISP*

Jezyk ten postuguje si¢ dwoma podstawowymi pojeciami: atomu-i listy.

At omem nazywamy liczbg lub dowolny ciag znakow drukarskich nie zaczy-

najacy si¢ od cyfry i nie zawierajacy wewnatrz odstepow, okragtych nawiasow, kropek.
przecinkéw ani znakow $ (z przyczyn technicznych atom nie moze przekracza¢ pewnej
krytycznej dtugosci, dla CDC CYBER 73 wynosi ona 30 znakdw). Atom jest najmniejszym. w
zasadzie niepodzielnym, elementem programu w LISPie. Jego diugosd i rodzaj uzytych
znakow, jesli speiniaja podane ograniczenia, s3 wytacznie sprawa uzytkownika, maszyna
bowiem w ten sam sposéb potraktuje np. symbol A, co symbol BARDZODLUGIATOM i
symbol TROCHE38CYFRS53W73SRODKU, jesli beda uzyte w trzech roznych programach w
tym samym znaczeniu. :

Przyktady atomow: A, X2, ISTIN2, A*B**C, 12, ATOM.

Przyktady wyrazen nie bedacych atomami: (ATOM), 3DELTA, 1/2, DOLLARS.

Lista nazywamy cigg zaczynajacy si¢ lewym okraglym nawiasem, zawierajacy atomy
porozdzielane odstgpami lub pojedynczymi przecinkami, i zamkniety prawym okraglym
nawiasem. Lista jest tez ciag list ujety w nawiasy. Szczegolnym przypadkiem listy jest lista bez
elementéw, czyli lista pusta ( ), ktdra jest réwnoczesnie atomem (z definicji). Dla wygody
programisty mozna jg oznaczac pIzez (), albo, gdy chcemy podkresli¢ raczej jej atomowy
aspekt, przez NIL. Przed i za nawiasem listy odstepy nie sg konieczne (ale sg dozwolone), za$
jeden odstgp ma dla programu to samo znaczenie, O wiele kolejnych odstepow. ‘

Przyktady list: (ATOM), (DWA ATOMY), (BARDZO(((SKOMPLIKOWANA))(LISTA))),

(112, ), (5 A),(35),(A).

Atomy i listy s3 razem nazywane wyrazeniami symbolicznymi  (w skrocie:
S-wyrazeniami). Jezyk LISP stuzy do wykonywania odwzorowan jednych S-wyrazern
na inne. Programy napisane w LISPie postuguja si¢ do tego celu funkcjami standardowymi,

*Jezyk LISP zostal doktadnie opisany w cytowanej ksigzce Mc Carthy'cgo, ogdlne omoéwienie
zawiera tez, tatwiej dostepna, ksiazka Turskiego (1973). Bardzo dobrym podrgcznikiem LISPu jest
Siklossy (1976).
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umieszczonymi na state w translatorze LISPu, oraz funkcjami zdefiniowanymi przez sﬁmego
- uzytkownika dla potrzeb jego programu.

Dziatanie programu’ w LISPie opiszemy przy uzyc1u przyktadu. W tym celu musxmy poznaé
trzy podstawowe funkcje jezyka LISP: CAR, CDR i CONS.

Argumentem funkcji CAR jest dowolna niepusta lista, za$ jej wartoscia — pierwszy element
listy, np.:
CAR ((OJ NIEDOBRZE NIEDOBRZE)) da wynik OJ,
CAR ((((A) (JEDNAK)) (CORAZ LEPIEJ)) ) da wynik ((AXJEDNAK)),
CAR ((A)) da wynik A.

Argumentem funkcji CDR jest réwniez dowolna niepusta lista, zas wartoscia CDR jest ta
sama lista z pominigtym plerwszym elementem — np.:
CDR ((JAK DLUGO JESZCZE)) da wynik (DLUGO JESZCZE),
CDR((((JUTRO))MOZE)) BEDZIE (JESZCZE LEPIEJ))) da wynik

(BEDZIE (JESZCZE LEPIE))).

CDR ((A)) da wynik ( ), czyli list¢ pusta.

Funkcja CONS ma dwa argumenty. Pierwszym moze by¢ dowolne S -wyrazerie, drugim

dowolna lista. Wynikiem CONS jest dopisanie pierwszego argumentu na pierwszym miejscu
listy, ktdra byta drugim argumentem CONS. Przyktady: -

CONS ((DZIS TAK) (JUTRO INACZEJ)) da wynik ((DZIS TAK) JUTRO INACZEYJ),
CONS ( (RAZEM) ((PRZYJACIELE)))) da wynik ((RAZEM) {(PRZYJACIELE))),
CONS (A ( )) da wynik (A).

Za pomocg tych trzech funkcji naplszemy teraz program, ktdry bedzie przeksztatcat zdame
(MOJE SLOWA TO PRAWDA) w'zdanie (PRAWDA TO MOIJE SLOWA). Przedtem jednak
musimy zapozna¢ si¢ z ogdlng zasada wywotywania funkcji w programach. Istnieja dwa
sposoby wywolywania:

1) Jezeli wywotywana funkcja jest wystawiona bezposrednio pod dziatanie programu (tzn.
jest wywolywana na poziomie zewngtrznym), wywotanie sklada sie z nazwy funkcji, po ktérej
nastgpuje lista (wsensie jezyka LISP) jej argumentéw. Przyktady takich wywotan
podaliSmy wyzej.

2) Jedli wartos¢ wywolanej funkcji ma staé sie argumentem innej funkcji (tzn. funkcja jest
wywolywana na poziomie wewnetrznym), wywotanie jest lista, ktorej pierwszy element jest
nazwg wywotywanej funkcji, za$ nastgpne — symbolami kolejnych jej
argumentow. WLISPie rozréznia si¢ symbole zmiennych i ich wartosci na tej samej
zasadzie, co w algebrze i analizie (wartcsci zmiennych wcale nie musza by¢ liczbami, np.
wartoscig symbolu A moze by¢ atom B, lista (A B C D) lub jakiekolwiek inne S-wyrazenie).

Wywotania takie pojawiaja si¢ gtéwnie w definicjach funkcji wprowadzanych przez

uzytkownika.

Oznaczmy liste (MOJ E SLOWA TO PRAWDA) symbolem L. Program wyglada nastgpujaco:
(CONS (CAR(CDR(CDR (CDR L)))) (CONS (CAR(CDR(CDR L))) (CONS (CAR 1 )(CONS

(CAR(CDR L)) NIL)))).

Wypisanie takiego S-wyrazenia w definicji funkcji spowoduje, ze program zapamieta schemat
postgpowania, a przy wywotaniu tak zdefiniowanej funkcji zastosuje 6w schemat do
S-wyrazenia, ktore bedzie aktualng wartoscig zmiennej L. Nie podajemy sposobu definiowania
nowych funkcji, poniewaz zaprowadzitoby nas to zbyt gleboko w szczegOly.

- Przyktad ten ukazuje dwie cechy charakterystyczne LISPu:
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1) Po kilku minutach nauki mozna napisa¢ pierwszy program.

2) Czytelno$¢ programéw w LISPie jest bardzo utrudniona przez duza liczb¢ nawiasow
pojawiajagcych sie w wyrazeniach. Liczenie nawiaséw i sprawdzanie ich prawidtowego
ustawienia urasta czesto do osobnego problemu (z tego powodu kto$ wymyslit kiedys ztosliwe
objasnjenie skrétu LISP: Lots of Irritating Single Parentheses). Jest to utrudnienie, ale nie mna
na to rady — taka juz jest wewngtrzna logika LISPu. )

Podane przyktady pozwalaja uzmystowi¢ sobie potencjalne mozliwosci jezyka LISP.
Atomami i listami sa (lub, przez wzigcie w nawiasy, tatwo moga by¢ uczynione) wyrazy,
zdania i teksty jezykéw naturalnych, zatem LISP moze stuzyé do sporzadzania katalogow i
manipulowania zawartymi w nich informacjami oraz do automatycznego ttumaczenia tekstow
z jednego jezyka naturalnego na inny. S-wyrazeniami i ciagami S-wyrazen sg rownania
matematyczne, skad wynika mozliwos¢ stosowania LISPu do rachunkéw ,algebraicznych™.
Listy moga reprezentowac zbiory w sensie teorii mnogosci, a wigc programy w LISPie mogg
wykonywa¢é operacje na zbiorach. Listami s3 tez programy w LISPie, zatem jedne programy
moga by¢ modyfikowane przez inne programy, a takze istnieja mozliwosci pisania programow
samomodyfikujacych si¢ oraz programéw piszacych programy. Duza liczba zastosowan wynika
tez z dogodnej reprezentacji graféw®, ktorg daje LISP. LISP moze stuzyé¢ do kodowania
pewnych informacji o $wiecie zewngtrznym i wybierania najwtasciwszej reakcji na dany zespot
informaciji, a wigc do pisania programéw sterujacych robotami. Dla nas najbardziej inte}esuja‘ce
beda zastosowania LISPu do rachunkow algebraicznych, totez poswigcimy im nieco wigcej
uwagi.

3. REPREZENTACJA DZIAEAN ALGEBRAICZNYCH W LISPIE
Podana w poprzednim paragrafie zasada wywotywania funkcji dotyczy wszystkich bez

wyjatku funkcji i odwzorowan, a wigc réwniez dodawania, mnozenia i potggowania
(ograniczymy si¢ do przykiadéw wywolan na poziomie wewngtrznym). Na przyktad sume

‘A + B+ C w konwencji LISPu pisze sig jako (PLUS A B C), iloczyn S-X-Y pisze si¢ jako

(TIMES 5 X Y), za$ potggowanie XA zapisuje sie w postaci (EXPT X A). Konwencja ta wydaje
sie na pierwszy rzut oka niezrgczna i nieczytelna, lecz w rzeczywistosci jest o wiele bardziej
logiczna od matematycznej. W matematyce rowniez z reguly pisze si¢ najpierw nazwe funkcji
lub odwzorowania, a dopiero potem jego argumenty, tylko dla dodawania, mnozenia i
potegowania zrobione sa wyjatki od tej ogélnej zasady. Symbole +1 ¢ (ktore sa przeciez
symbolami odwzorowar) pisze si¢ nie przed, lecz migdzy argumentami, wielokrotnie
powtdrzone, zas symbol potegowania wcale nie istnieje, zastapiony specjalnym ustawieniem
argumentéw wzgledem linii druku W istocie wtlasnie to jest niezreczne i niekonsekwentne, lecz
nie zauwazamy tego faktu, bo zbyt mocno przyzwyczailiémy si¢ to takiego zapisu.

O zaletach notacji LISPu (zwanej notacja polska** lub prefixowa, w odrdéznieniu od
matematycznej: infixowej) mozna atwo si¢ przekonad, probujac napisa¢ program wykonujacy

*Grafem nazywamy uporzadkowang par¢ G = < NV, § > gdzie V jest zbiorem weztdw zas S zbiorem jego
strzatek, czyli tréjelementowych list s = (n, d, m) gdzie n, me N za$ d jest opisem strzatkis. Wezty (repre-
zentowane przez S-wyrazenia) mogg odpowiadaé dowolnym obiektom za$ strzatki relacjom pomigdzy nimi.
Wyptywaja stad zastosowania graféw do reprezentacji réznego typu struktur, uktadéw dynamicznych, jezy-
k6w, obrazéw, modeli i innych ztozonych systemow.

**Jej tworca byt polski logik Jan Lukasiewicz (Rukasiewicz 1929).
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ttumaczenia z jednego zapisu na drugi. Kazde wyrazenie w notacji LISPu ma jednoznaczny

- sens, natomiast w notacji matematycznej istnieje sporo umownych, tradycyjnych elementéw

nie uwidocznionych w zapisie, ktére program musi zapamigtac, a nastgpnie mozolnie wyszukaé
przed przystapieniem do wtasciwej pracy. Sa to np.: zwyczajowa hierarchia dziatar (najpierw
potegowania, potem kolejno: mnozenia, dzielenia oraz dodawania z odejmowaniem),
mozliwosé napisania lub opuszczenia plusa przed pierwszym sktadnikiem sumy, mozliwos§é
pomijania znaku mnozenia, pewna dowolno$é¢ w uzyciu nawiaséw (nawiasy nie zmieniajgce
hierarchii dziatar nie zmieniaja sensu zapisu), ten sam symbol ,,—” uzywany dla odejmowania i
dla operacji zmiany znaku itd. LISP ma tylko jedng regute: najpierw wyliczy¢ wyrazenia w
nawiasach. |

Nie zamierzarhy namawiaé¢ uzytkownikéw matematyki, aby porzucili notacje infixowa;
chcemy tylko podkreslié, Ze uzywanie notacji prefixowej jest bardzo istotnym utatwieniem
przy pisaniu wszelkich programow algebraicznych, np. upraszczajacych, rézniczkujacych itd.

Dobrze napisany program nie wymaga jednak od uzytkownika nawet tego elementu wiedzy
o LISPie. Uzytkownik powinien znaé jedynie pojecia atomu i listy, aby zrozumie¢ rygory,
ktérym podlega pisanie danych. Istnieje bowiem mozliwo$¢ wtaczenia do programu procedur
wykonujgcych ttumaczenie z notacji LISPu na dowolng inng i odwrotnie. W zwiazku z tym
mozna urzadzi¢ program tak, Ze na wejsciu uzytkownik bedzie pisal dane w notacji
FORTRANu — bardzo podobnej do matematycznej, z ta tylko réznica, ze pote,gowame jest
zapisywane jako <podstawa potegi> x« <wyktadnik> (urzadzenia wejsciowe na ogdt nie
pozwalajg pisaé¢ w kilku réwnolegtych liniach). Wydruk mozna zorganizowaé jeszcze
wygodniej — w normalnym formacie matematycznym, z potegami i gérnymi wskaznikami nad
linig druku, z dolnymi wskaZznikami pod linig. Tak wtlasnie jest zorganizowany wydruk w
programie CLAM*.

Opisane poprzednio funkcje arytmetyczne PLUS, TIMES i EXPT, wraz z kilkoma i 1nnym1
(np. MINUS — funkcja zmieniajaca znak, DIFFERENCE — dwuargumentowa funkcja
wyliczajaca réinice, QUOTIENT — czg$¢ catkowita ilorazu dwu liczb catkowitych,
REMAINDER — reszta z podzielenia) sa umieszczone na state w translatorze LISPu, lecz
umiejg dziataé¢ automatycznie tylko na liczbach. Jedna ze standardowych funkcji LISPu,
DEFINE (wspominana juz posrednio) umozliwia uzytkownikowi definiowanie zupetnie
dowolnych operacji na dowolnych listach. Definicje te sa dotaczone do systemu LISP na czas
dzialania programu. Wten sposéb mozna rozszerzy¢ dzialanie niektdrych funkcji
arytmetycznych z liczb na symbole. Dla prostoty rozszerzonym funkcjom (teraz juz
algebraicznym) nadaje si¢ zwykle te same nazwy, co odpowiednim funkcjom arytmetycznym.
Rozszerzenie to nie jest wcale proste i w kazdym programie obliczeri symbolicznych stanowi
jego najwazniejsza i najtrudniejsza cze$é. Ktopot polega na tym, ze rozszerzone w ten sposéb
funkcje nie potrafig automatycznie wykonywac upraszczania (tzn. skracania i redukcji
wyrazéw podobnych). Zle napisany program nie pozna, ze ab/a—b = 0, i bedzie ciagnat
wyrazenie (ab/a — b) dalej przez wszystkie rachunki. Skuteczny algorytm upraszczania musi
byé utozony przez samego programiste i wiaczony do definicji dziatan algebraicznych.
Poprawnos$é tego algorytmu jest sprawa wielkiej wagi. Na przyktad w CLAMie zdarza sig, ze w

#*Na $wiecie istniejg juz cksperymentalne systemy, w ktérych zaréwno. wprowadzanie jak i wyprowadzanie
danych dokonywane jest w normalnym zapisie matematycznym, racznie z utamkami, catkami itd.
Przyktadem takicgo systemu jest radziccki system ANALITYK (Bugrij, 1977).
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dodawaniu pojawia si¢ dwukrotnie ten sam iloczyn, raz ze znakiem +, drugi raz ze znakiem —, .
lecz za kazdym razem inaczej uporzadkowany. CLAM nie potrafi automatycznie zredukowac
takich wyrazen; redukcja wymaga ingerencji uzytkownika w przebieg programu. Bez niej
nastepuje katastrofalny rozrost nieuproszczonych wynikéw posrednich, prowadzacy do
przekroczenia zakresu pamigci maszyny i wyrzucenia programu przed koricem realizacji.

W Polsce dysponujemy juz w tej chwili skutecznym programem upraszczania, opracowanym
przez Wardeckiego (1973) oraz udoskonalonym i uruchomionym na maszynie przez
autoréw. Moze on by¢ bez wiekszych zmian wiaczany jako cze$¢ sktadowa do wielu
rozmaitych programéw obliczen algebraicznych.

W ten sposéb doszliémy do problemu tworzenia nowych programéw w oparciu o fragmenty
juz istniejacych. Zajmiemy si¢ nim blizej w nastepnej czesci artykutu.
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Przypis dodany w czasie korekty: N '

Program autoréw ORTOCARTAN jest juz ukonczony i posiada wydruk w formacie matematycznym. Po
doktadnym przetestowaniu zostanie on skomplikowany, czyli przettumaczony na kod wewngtrzny maszyny

CDC, i udostepniony uzytkownikom.




